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INTRODUCTION. 

1. La théorie des équations différentielles à points critiques fixes a fait l'objet 
de travaux récents et nombreux, dont les principaux sont dus à MM. Fuchs (*) 
et H. Poincaré (2) pour le premier ordre et à MM. E. Picard (') et P. Painlevé (*) 
pour le second ordre. 

Généralisant la question, M. Painlevé a étudié les équations différentielles, 
dont l'intégrale n'acquiert qu^un nombre fini n de branches, quand la variable 
tourne autour des points critiques mobiles ('), sans tourner autour des points 
critiques fixes. 

On dit alors que l'intégrale générale acquiert seulement n valeurs autour 
des points critiques mobiles. 

Ces équations comprennent, comme cas particulier, celles dont Tintégrule est 

(*) Fuciis, Sitzungsberichte de r Académie der Wissenschaften zu Berlin; juin 1884. 

(*) H. Poincaré, Sur un théorème de M, Fuchs (Acta mathematica, t. VII). 

(») E. Picard, Théorie des fonctions algébriques de deux variables {Journal de Ma- 
thématiques pures et appliquées; 1889). 

(*) P. Painlkvé, Mémoire sur les équations différentielles du premier ordre {Annales 
de r École Normale; 1891-1892). — Leçons sur la théorie analytique des équations 
différentielles professées à Stockholm en 1895. Paris, Uermann ; 1897. 

(^) Les points critiques mobiles sont ceux qui varient avec les constantes arbitraires 
d'intégration et les ^omis fixes sont ceux qui sont indépendants de ces constantes. Quand 
la variable complexe x décrit un conioxir fermée on dit qu^elle n'a pas tourné autour du 
point X = Xot par exemple, si la variation totale de l'argument du vecteur XqX est nulle. 
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une fonction analytique n'admettant que n branches dans tout son domaine 
d'existence. 

2. Ce travail est consacré à la détermination explicite des équations différen- 
tielles du premier ordre dont \ intégrale générale n'admet qu'un nombre fini 
de branches ou plus généralement n'acquiert qu'un nombre fini de valeurs 
autour des points critiques mobiles. 

Soit 

une équation différentielle du premier ordre, où F est un polynôme en y\ y 
dont les coefficients sont des fonctions analytiques de x. 

On peut se proposer de former toutes les équations (i) de degrés donnés en 
y et en y, et dont l'intégrale n'acquiert qu'un nombre donné n de valeurs autour 
des points critiques mobiles. 

Pour fixer les idées, supposons que F soit du premier degré en )', et soit 

• /__. A(v,ar) _ Xa(j?)j«-h...-l-Xo(.r) ^ 

•^ B(/,x) |:xp(a')yP-h...-i-fZo(-^)' 

l'équation considérée, où A et B sont des polynômes eny de degrés a et jî. Appe- 
lons degré en y de Téquation (2) le plus grand des deux nombres a, ^ -f- 2 ; 
après une transformation homographique quelconque, effectuée sur j^, a est égal 
à j3 -+- 2. 

Cherchons à déterminer toutes les équations (2) de degré donné q en y 
(soit y = 4) dont rintégrale^(a:) n'acquiert qu'un nombre donné n de branches 
(soit n = 3) autour des points critiques mobiles. 

L'intégrale de (2) peut alors recevoir la forme 

ai\\x) 

-Y^^ f =:C0nsl., 

où a et 6 sont des polynômes en^ de degré n. 

Si l'on exprime que l'équation (2) satisfait à cette condition, on forme évidem- 
ment un système de relations différentielles algébriques entre les coefficients 
Agi, . . . , Xo, [Ap, . . . , jXfl de A, B. Mais il serait très pénible de discuter la compa- 
tibilité de ces relations et le degré de généralité de leurs solutions. Enfin il res- 
terait à intégrer ces relations pour obtenir les coefficients X, u. en fonction des 
constantes et des /onctions arbitraires qu'ils comportent. 

Toute la difficulté du problème consiste donc à déterminer cxplicitenienl 
toutes les équations (2) répondant à la question, c'est-à-dire à déterminer les A, 
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[X en fonction algébrique des fonctions et constantes arbitraires dont elles 
dépendent. 

Ce problème a été entièrement résolu par M. Painlevé pour les équations (a). 

3. Mais quand on passe aux équations du second degré en y^ la méthode, 
bien que subsistant en principe, se heurte à des difficultés nouvelles. 

Je me propose donc de traiter complètement ce problème pour les équations 
du second degré en y'. D'une façon précise, soit 

(3) L/* — 2M/-+-N=o 

une équation différentielle, où L, M, N sont trois polynômes en^, de degré ^i, 
q2t 73 (analytiques en x). Soit g le plus grand des trois nombres q^ -I- 4î Ça-^- ^^ 
<73. Nous nous proposons de déterminer explicitement toutes /es équations (3) 
de degré donné q en y, dont /^intégrale générale n^ acquiert qu^un nombre 
poNNÉ n de branches autour des points critiques mobiles, 

Par le mot explicitement, il faut entendre que les coefficients X(x), ..., 
|jL(ar), ..., v(j:), ... dont dépendent les polynômes L, M, N doivent être déter- 
minés en /onc/io/i a/o^éôrtywe de co/î5^rt/i^e5 arbitraires el Ait fonctions arbi- 
trait es de j: (et de leurs dérivées). 

i. La méthode que nous employons repose sur certaines propriétés établies 
par M. Poincaré et M. Painlevé sur les équations différentielles du premier ordre, 
et que nous rappellerons tout d'abord. 

En premier lieu, comme l'a montré M. Poincaré, les équations à points cri- 
tiques fixes s'intègrent algébriquement, ou par une quadrature, ou se ramènent 
algébriquement à une équation de Riccati, 

D'autre pari, d'après un théorème de M. Painlevé, si l'intégrale générale 
n'acquiert que n valeurs autour des points critiques mobiles, cette intégrale 



générale 



y = 9('^>7o) j^-o)» 



considérée comme fonction de la constante arbitraire yo (^0 ayant une valeur nu- 
mérique, zéro par exemple), est une fonction algébrique de y^, 

M. Painlevé a déduit de ce théorème que, quelle que soit /«, l'équation 

(A) F(/,/,^)=o 

se ramène algébriquement aux équations à points critiques fixes. Son intégrale 
générale s'obtient, par suite, algébriquement, ou dépend soit d'une quadra- 
ture, soit d'une équation de Riccati, 
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5. Enfin, je rappelle encore les deux théorèmes suivants dus à M. Painlevé : 

I. Etant donnée une équation (A), on sait reconnaître, à Vaide d^ un 
nombre fini d^opérations, si son intégrale y{x) ne prend qu^un nombre 
DONNÉ n de valeurs autour des points critiques mobiles, et, dans ces condi- 
tions, Véquation s^intègre algébriquement, ou se ramène algébriquement, 
soit à une équation 



soit à une équation de Riccati. 
II. Soit une équation donnée 

(A,) F,(/,7,^-) = o, 

ALGÉBRIQUE cn y'^y^ x\ on sait {à Vaide d^un nombre fini d'opérations) re- 
connaître si Vintégrale générale est une fonction transcendante qui ne 
prend qu'un nombre fini (inconnu ) (*) de valeurs autour des points critiques 
mobiles, ou ramener Véquation aux quadratures. 

G. Gela posé, considérons d'abord une équation du premier, degré en j^, 

, ag{x)y^^a^.,{x)y^'' ^,..-^a, _ 

et cherchons à déterminer explicitement toutes les équations de cette forme, de 
degré q donné en y, et dont l'intégrale générale acquiert un nombre donné n de 
valeurs autour des points critiques mobiles. 

M. Painlevé a développé une discussion complète, relative à la compatibilité 
des conditions imposées aux coefficients ay, bk dans un Mémoire (^) consacré à 
Tétude plus générale des équations (2) dont Tintégrale générale est de la forme 

C = h(x)[y^g,{x)y^[y^g,(x)y>,.,[y-g,(x)]\ 

où /|, i2) • • -1 i/( sont des constantes numériques données, et A, ^,, g2, . . ., ^a 
des fonctions inconnues de x. 

Je reprends tout d'abord l'exposé de cette méthode, en lui faisant subir cer- 
taines modifications, et je l'applique à la formation explicite de tous les types 

( * ) Ce nombre est le même pour toutes les intégrales, sauf pour certaines intégrales 
exceptionnelles, 
{ *) Annales de la Faculté des Sciences de ToulousCf G. i-35; 1896. 
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d'éqiialions (2) de degrés 3, 4> 5, 6, 7, 8 en y dont Tinlégrale générale prend 
deux, trois ou quatre valeurs autour des points critiques mobiles (*). 

Quant au passage des équations du premier degré au\ équations du second 
degré en y'^ la méthode montre bien encore que les conditions imposées aux 
coefficients de Téqualion (i) peuvent recevoir une forme algébrique, mais la 
question de compatibilité entre ces relations algébriques présente des difficultés 
nouvelles, où interviennent les intégrales singulières et les lieux des points de 
rebroussenients des intégrales. 

Avant d'exposer en détail la méthode et la discussion à laquelle elle donne lieu, 
je voudrais, dans cette Introduction, en indiquer rapidemenl les principes. 

7. Lorsque l'intégrale générale de Téquation 

(3) L/*— 2M/-+-N=:o 

ne prend qa^un nombre fini n de valeurs autour des points critiques mobiles, elle 
peut s'écrire 

(4) aC*-2(3C4-y = o, 

où a, ^, Y sont des polynômes en y de degré n, si le genre gj de la relation entre 
les constantes intégrales (*) est nul et de degré 2/1, si ce genre est égal à un. 
Quant au cas de tîj >• i, il ne peut se présenter ici ('). 



(1) C'est pour moi une occasion de comparer les types ainsi obtenue à d'autres types, 
formés précédemment par M. Painlevé, à l'aide d'une première méthode développée dans 
les Annales de l'École Normale (1892). Cette méthode, qui donne lieu à des calculs 
assez simples, ne fournit pas explicitement \es équations (2), dès que le nombre de branches 
de l'intégrale est supérieur à troisj mais astreint les coefficients de (2) à certaines relations 
différentielles. 

(<) Quand l'intégrale générale est de l'espèce indiquée, il existe une classe de courbes 
algébriques de même module, dont la courbe (3) en^', y {oix x est un paramètre quel- 
conque) est une transformée rationnelle d'ordre /i, et dont le genre m est i\\i genre de la 
relation entre les constantes intégrales. On peut choisir deux intégrales premières ra- 
tionnelles en {y', y) : C = R(^',^, t), c = r{y\y,x)^ telles que C et c vérifient la relation 
entre les constantes intégrales, et que toutes les autres intégrales premières rationnelles 
en y\yf soit y = piy'i yi^)i s'expriment rationnellement en C, c, 

(') En effet, si tst > i, il existe au moins deux multiplicateurs algébriques de l'équation 

différentielle — 7=^ et — ,!i_. , dont le quotient 4, / — - , ecralé a une constante, définit 

/QR /QK Hi(^,^) 

l'intégrale générale, qui correspondrait alors à une équation différentielle du premier degré 

en y'. Voir Paixlevé, Annales de l'Ecole Normale, p. 220 et suiv.; 1892. 
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Soit d^ abord le cas rfe m = o. Posons 

(5) M=-LN = P»QR, 

P, Q, R élanl trois polynômes de degrés i, y, A* liés parla relation 

(6) 2(7 — 4== 2f -+-y -f- A-, 

Téquation Q = o (de degré y) désignant le lieu des points de rebroussementj et 
l'équation R = o (de degré A*), les intégrales singulières. 

La relation (4) est, par hypothèse, irréductible en y et C, sauf pour certaines 
valeurs exceptionnelles de C et, en particulier, pour les valeurs C = C^ (néces- 
sairement en nombre yï/ii), dites valeurs remarquables àa la constante, et telles 
que l'équation (4) admet, pour G = C^, quel que soit x^ des racines multiples 
y = gr{x)y dont les ordres de multiplicité Or, br^ .,., Cr sont liés au degré q de 
réquation dilTérentielle par la relation 

(a) ^ — a/ï-h A— ^[(ar— i)4-(6;.— i)H-...-l-(er— i)] {»). 

Ecrivons que l'équation (3) possède y courbes y=g(x) lieux de points de 
rebroussement, A: intégrales singulières eip solutions remarquables 

respectivement d'ordres ai, a2, . . . , a^,, avec la condition 

Ui — i-hai — i-h...-+-ap — i = 2Ai-f-A — q, 
nous obtenons 

a/i-f-A — q -\-2j -^ n 

conditions algébriques; et, si toutes ces conditions sont compatibles, l'équation 
diOerentielle dépend de 

3^ 4-2— ( ay -h/i J — (2 n 4- A — 7) zn 14-4 

fonctions arbitraires et de p constantes arbitraires. Par suite, à tout choix des 
entiers positifs i, y, A*, satisfaisant à l'égalité (6), correspondent un nombre Ji ni 
de systèmes de conditions algébriques entre les coefficients de l'équation (4). 

Chacun de ces systèmes définit une équation (4) dépendant de /4- ^fonctions 
arbitraires el d^ un certain nombre de constantes arbitraires, égal au nombre 
des solutions remarquables. 



(!) P. PAiNLBvé, Leçons de Stockholm, p. 167. 
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Ce nombre atteint son maximum 2n -{- k — y, quand toutes les solutions re- 
marquables sont d'ordre deux. 

» 

8. Dans ce dernier cas, qui peut être considéré comme le plus général, nous 
faisons la discussion complète des conditions algébriques correspondantes, et 
nous montrons : 

I** Que les conditions précédentes sont compatibles é»/ détermim^es; 

2" Que réquation (4) ainsi obtenue eny^ C est irréductible; 

3® Que V équation différentielle (3) correspondante (dont le degré est au 
plus égal à q) est exactement de degiié q\ 

4" Que le nombre des branches de V intégrale, permutables autour des 
points critiques mobiles, nombre qui est au plus égal à /j, est bien égal ^> /?, 

et que, par suite, 

5** Le GENRE xa de la relation entre les constantes intégrales est nul. 

La question posée au début est donc résolue dans le cas de ?ïT=r o, et le type le 
plus général des équations (3) dépend de /-i-4 fonctions arbitraires et de 
2/1 H- A' — q — 3 CONSTANTES ARBITRAIRES (*) distinctcs, i étant le nombre des 
racines doubles du discriminant M* — LN de Téquation en y\ ci k le nombre 
des intégrales singulières distinctes, 

9. Si l'on passe au cas où le genre m est égal à un et si l'on reclierclie d'abord 
directement les équations (3) correspondantes, on remarque qu'il n'y a pas, en 
général, de courbe Q = o, lieu des points de rebroussement (^), et que Téqua- 
lion 11 = o (de degré 2/> 4- 2) désignant les intégrales singulières, l'intégrale gé- 
nérale est donnée par la quadrature de différentielle totale de première espèce 

oïl X(j:?) est une fonction arbitraire de Xj et où les polynômes ii(y, x)^ ^U'f ^')'> 
l\{y^x) dépendent de p -\- 1 fonctions arbitraires et d\nic constante 



(M Le nombre in-^k — q des constantes arbitraires distinctes peut être réduit ù 
'in -\- k — q — 3 {ce dernier nombre devant être remplacé par zérOy s'il est négatif), 
parce que toutes les formes (4) de l'intégrale générale se déduisent de l'une d'entre elles 

par le changement de C en -j; -t X, jx, p désignant des constantes numériques. 

(') Dans quelques cas exceptionnels, on peut, cependant, rencontrer des fieu.r de points 
de rebroussement, pour lesquels les deux valeurs de y deviennent injtnies, 

C. ' 2 
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arbitraire |jl, module de la différentielle elliptique, dont -jj- esl nue trans- 

V ** 
formée rationnelle. 

Si Ton veiii que ré(|uahon differcnlielle coricspondanle, dont le degré appa- 
rent est ip -r 2, s'abaisse au degré </, il faut introduire, comme plus haut, les 
nolions de solutions remarquables et de constantes remarquables; J'où des 
relations, qu'on peut écrire sous la forme transcendante (*) 

(7) Cp=J(/p,x), 

oii y^ est une fonction algébrique des p -+- 2 fonctions précédentes. 

Ces relations sont en nombre 2/? + 2 — q pour la solution la plus générale. 
On trouve ainsi i -\- 4 fonctions arbitraires et 2/> 4- 2 — (7 constantes arbi- 
traires, en fonction desquelles les coefficients s'expriment algébriquement. 
Nous conservons auv relations (^) leur forme transcendante, nous v ajoutons 

les conditions transcendantes, exprimant que l'intégrale / ■ _l' n'a que deux 

périodes, qui sont des constantes absolues, et nous montrons que l'ensemble de 
ces deux séries de relations transcendantes est compatible et déterminé (^). 

Il va donc i -\- \ fonctions arbitraires, et, comme, d'autre part, les relations 
peuvent recevoir une forme algébrique , on en conclut que les coefficients dé- 
pendent algébriquement (\c /•4-4 fondions flr/7>///Y///e.ç convenablement choisies. 

10. Observons, dans ce dernier cas, que, si l'on met l'intégrale générale sous 
la forme 

(»)' a,c>-2;3^(:-i-y^ = o, 

il n'y a pas de lieux de points de rebroussement (y=o) et a, , |î, , y, sont de degré 
2 // en ^. 

Inversement, si une relation (-4/ Ac degré in définit l'intégrale d'une équation 
dilTérentielIc (3) de degré q en j', cette intégrale acquiert in valeurs autour des 
points critiques mobiles; les coeflicients de (3) dépendent de i-\- ^ fonctions ar- 
bitraires et de \n -\- '>.p — q — i constantes arbitraires, et le genre ro est nul, 
iNlais, conune dans le cas de nj = i , les constantes arbitraires sont au nombre de 
'>./> -1-2 — q^ il faut en conclure que, dans le cas de nr = 1 , les \ n -\- 2/> -t- 2 — q 
constantes remarquables, ou bien ne donnent pas lieu chacune à une seule solu- 
tion double, ou bien sont liées par /\n — { relations algébriques. 



( ') Ces relations poui raient, «railleurs, être ramenées à des formes algébriques. 

(*) Les autres objeclion<, que l'on peut faire au raisonncmcnl. font également ici l'objet 
d'une discussion roniplcl«% mais rapide, analogue à celle que nous développons à propos 
des équations de genre xa = o. 
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Nous montrons qu'il existe alors quatre constantes remarquables telles, que 
le premier membre de (4/ devenant un carré parfait, elles donnent lieu respec- 
tivement à un abaissement de degré n. 

Ces quatre constantes ne sont autres, d'ailleurs, que les quatre racines du ra- 
dical, qui engendre la différentielle elliptique dont il a été question un peu 
plus liaut. 

11. En définitive, nous obtenons le théorème fondamental suivant : 

Théorème. — Les entiers q et n étant donnés {/\S,q^ ^n), appelons /, y, k 
trois entiers positifs satisfaisant à la condition 

'\i-\-j -^ k—iq— /», 
et aux inégalités 

y 4- A* ^2, 3j-hk^2n, k^q — in. 

A chacun de ces systèmes d^ entiers i, y, A*, correspondent une infinité 
d^ équations (3), dont V intégrale acquiert exactement n valeurs autour des 
points critiques mobiles. Ces équations, qui forment deux classes distinctes^ 
suiiYtnt que le ge^re m de la relation entre les constantes intégrales est égal 
à zÉno ou à unr, dépendent algébriquement de i-hi fonctions arbitraires et 
de constantes arbitr vires, dont le nombre est a/î 4- A* — q — 3 ou k — 7 ( ' )» 
selon qu^on se trouve dans l'un ou l'autre de ces deux cas. 

Le théorème n'est en défaut que si Tenlier q étant égal à 4 y on a A r= 4^ <^" 
A" = 2, y = o. Dans ces deux cas exceptionnels, l'équation (3) correspondante a 
toujours SCS points critiques fixes, 

12. Un problème intéressant consiste à former les équations diflercnlielles do 
Tcspcce précédente, dont les coefficients apparliennent à une classe donnée de 
fonctions ; nous avons là encore un genre de questions, où le nombre des con- 
stantes remarquables ]Oue un rôle des plus importants. 

Voici les deux principales questions, que nous résolvons, et qui se rattachent 
à cet ordre d'idées. 

I. Former les équations (3) à coefficients algébriques, de degré q donné 
enyj dont l'intégrale générale prend un nombre donné n de valeurs autour 
des points critiques mobiles, 

II. Former les équations (3) à coefficients algébriques de degré q donné, 



(*) Les deu\ nombres in '\- k — q et A- — q doivent être remplacés par zéro, s'ils sont 
négatifs. 
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dont l'intégrale est une fonction transcendante qui ne prend quUin nombre 
/ini (yoy donné) {*) de X)aleurs autour des points critiques mobiles, 

13. Les principes utilisés prëcëdemmcnt et les méthodes correspondantes 
s'appliquent à Tétude beaucoup plus compliquée des équations du second degré 
en y et de degré q en y 

(3) Lv'«— aMy-f-Nmo, 

ajant pour intégrale générale 

(8) a'(?~2p'C4-/=zo, 

où a', j3', y' sont des expressions de la forme 

i^{^)[y - gx{'^)f'[y — gt^^)]^»- '[y - gm(^)f'^, 

A,, Aa, ..., "^^m étant des constantes numériques quelconques données, et pour 
lesquelles nous établissons une formule (a)', qui peut être considérée comme une 
généralisation de la formule (a) du n° 7. 

Nous n'avons pas encore résolu complètement la question, qui consiste à 
former explicitement les équations (3) de degré q^ dont Tînlégrale générale est 
de la forme (8), mais les quelques développements que nous consacrons à ce 
problème suffiront à montrer comment les méthodes précitées permettent de le 
traiter complètement. 

Pour terminer, nous consacrons quelques lignes aux équations (3) qui ad- 
mettent un facteur intégrant algébrique et nous établissons, là encore, une 
formule (a)", analogue à la formule (a) du n** 7, permettant de traiter le problème 
de la formation explicite de ces équations. 

14. Je rappelle aussi les nombreuses applications dévelo[)pécs dans le corps 
de ce Mémoire. 

Tout d'abord, comme je l'ai déjà signalé plus haut, je forme explicitement 
loutes les équations du premier degré en j^, qui correspondent aux valeurs 3, 4, 
5, 6, 7, 8 de l'entier q et aux valeurs 9., 3, 4 de Tenticr n. 

J'insiste longuement sur certains exemples particuliers, afin de bien montrer le 
but poursuivi en introduisant la méthode en question. 

Je forme ensuite toutes les équations du second degré en y\ dont l'intégrale 



(*) Ce nombre est toujours supposé le même pour toutes les intégrales, sauf pour des 
intégrales exceptionnelles. 
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n'acquicrl que deux branches autour des points critiques mobiles et pour les- 
quelles rentier gr prend les valeurs 4> 5, 6, 7 el 8. 

Enfin, je forme les types les plus intéressants d^'quations du second degré 
en y^ dont Y intégrale générale acquiert trois valeurs autour des points cri- 
tiques mobiles (*). 



CHAPITRE L 

ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ EN f. 



I. — Généralités et propriétés connues. 
1. Etant donnée une équation différentielle 

où B et A sont deux polynômes en y premiers entre eux pour x quelconque, le 
premier de degré q (^), le second de degré q — 2, si l'intégrale générale ne 
prend que n valeurs autour des points critiques mobiles, on peut la mettre sous 
la forme 



(2) C = 



«(7. -î-) 



La relation (2) définit, par hypothèse, une fonction ^(j?), qui, pour une valeur 
quelconque donnée à la constante C, a n valeurs distinctes, I/équation de degré n 

en y 

a(j, ^)C — P(y, x):-o 

ne sera réductible que pour certaines valeurs exceptionnelles de C, et, en parti- 
culier, pour les valeurs C-=Cr, dites valeurs remarquables, de la constante pour 
lesquelles Téquation (2) admet, quel que soit x^ des racines multiples y = g{x)^ 
dites solutions remarquables, et dont les ordres de multiplicité sont liés au 
degré q de l'équation par la relation (') 



(1) Les principaux résultats contenus dans ce Travail ont été résumés dans une Note 
présentée à TAcadémie des Sciences (séance du 26 décembre 1898). 

(*) D'une façon plus générale, si pi et çi sont les degrés de B et A, ç est le plus grand 
des deux, nombres />j, ^|-H2. 

(* ) P. Painlkvé, Leçons de Stockholm, p. i46. 
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2. Imersemenl pour que Téqualion (a) défiDisse l'inlégralc générale d'une 
équation (i) de degré </, il faul et il suffil qu'il existe p solutions remarquables 
ri (r), y^ (r)» . . . , .rp(.r) de multiplicités «i , a^, . . . , ^p, telles qu'on ait 

r=p 



/•= I 



Soit donc Tintégralc générale 

'a r" -h ««_,/"-* -f-. . .-h «0 

Si nous exprimons que jv= é'^'C*^) ^^^ ""^ racine d'ordre (7^ — i de Téquation 

et, de plus, qu'elle rend constant le rapport -, 

a(.v,., ^) 

nous formons ar conditions algébriques portant sur les in-{-i coefficients 
de a, p. Si Ton élimine gr{^) entre ces conditions, on obtient Or — i conditions 
algébriques entre les coefficients a/, ^y et la constante Cr. 

En opérant ainsi pour chaque solution remarquable, on obtient 

(flr, — 1) 4- («1— i) 4-. . .-h (flr,,-— i) = 2/t — 7 

conditions algébriques (S). Si toutes ces conditions sont compatibles, Téqua- 
tion (2) dépendra algébriquement de ^ H- i fonctions arbitraires et d'un 
nombre de constantes arbitraires égal au nombre des solutions remarquables; 
ce nombre sera maximum et égal à in — q^ si toutes les solutions remarquables 
sont d'ordre deux. 

On peut donc dire que la solution la plus générale dépend de y -f- i fonctions 
arbitraires (nombre indépendant du nombre n des branches de l'intégrale géné- 
rale) et de •>./? — q constantes arbitraires. 



H. — COXPATIBILITÉ DES RELATIONS (S). 

3. Les conclusions précédentes ne sont rigoureusement exactes que si les con- 
ditions (S) sont compatibles et déterminées. 

Nous allons démontrer directement que, au moins pour la solution la plus 
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geivérale (*), c'esl-à-dire pour laquelle toules les solutions remarquables sonl 
d'ordre deux, il y a bien compatibilité. 

En eflel, dans ce cas, les in — g conditions sont de la l'orme 



c, 



«(^î, ^) 



(S) 1 ' "Hyt^^y 



^'"-'~(3(:k.«-„^)' 



oii j^i (^), j'2('2^)^ • ' * 1 y-in-qi^) sont des fonctions algébriques des coeflicienls 
inconnus a/, ^y de a, ^. 

Les constantes C|, Co, ..., ^^n-q étant entièrement arbitraires, le système (S), 
qui contient algébriquement les fonctions a/, py, sera résoluble par rapport 
à 14 /« — q d'entre elles, à moins qu'un des seconds membres de (S), par exemple 
le dernier, ne soit identiquement fonction des autres. 

Supposons qu'il en soit ainsi, et exprimons que toules les autres racines 
de D, soil 

sont des intégrales de (i), d'où le système 

^{ytn—q-k-ïf ^) 
I ru ^(yf/t-7-*-l< '^) 



p/ _ «(.ri«-t» -f ) 



Pour des valeurs arbitraires données aux in — i constantes (>, C, a fortiori, 
les 2// — 2 seconds membres de (S) et (S') ne sont pas distincts, et, par suite, 
l'équation (i)' correspondant à ces m — i valeurs remarquables de la constante 
dépend au moins de quatre fonctions arbitraires; mais c'est une équation de 
Riccati; or, l'intégrale générale d'une équation de Riccati dépendant au plus de 
trois (onctions arbitraires, il y a contradiction et, par suile, les équations (S) 
sont bien résolubles par rapport km — q des fonctions a/, |3y. 



( » ) Cf. P. Palxlkvé, Leçons de Stockholm, p. i rx. — Annales de la Faculté des Sctencrs 
de Toulouse, loc. cit. 
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il résulle de là qu'en faisant abstraclion de certaines valeurs exceptiokkelles 
des conslaoles c, les conditions (S) définissent 'in — q des a/i-j-i fonc- 
fions a/, jîy algébiuquement à l'aide de q -f- \ d'entre elles et de 'in — q con- 
stantes arbitraires. 



III. — KnPLOI DB la TRANSFORXATIOX HONOGRAPUIQt'E. 

t. On peul remarquer que, si l'on eircctue sur j^ une transformation homo- 
graphique, dont les coefficicnls sonl des fondions de x el sur j; le clian<^cmenl 
de fonclion j'=zo(X), les équalions (i) el (2) gardent leur ybrme cl leur degré; 
donc, à (ouïe solution de la question, pour un système de valeurs données de n^ q, 
en correspondent une infinité dépendant de quatre fonctions arbitraires. 

Or, nous venons de voir que la solution la plus générale dépendait de ^+ 1 
fondions arbitraires. 

Si q est plus grand que m, nous avons bien un minimum de quatre fonctions 
arbitraires; mais si y ^3= 2, c'est-à-dire si nous sommes en présence d'une équation 
de lUccati, il semble qu'il y ait contradiction, puisqu*en réalité nous ne dispo- 
sons plus que de trois fonctions arbitraires. Cela tient à ce (pie l'équation de 
Kiccali admet une transformation en elle-même de la forme 

dépendant d'une fonction arbitraire. 

En cfTel, on peut toujours ramener cette équation à la forme j''= o, au moyen 
d'une transformation homograpbique el, sous cette dernière forme, on voit que 
l'équation ne change pas quand on remplace x par ^(X). 

Inversement, si une équation (1) admet une tr\nsformatio:« en elle-même 
dépendant dUine fonction arbitraire, c'est une équation de Riccati. 

5. Enfin, on peut se servir de la transformation homograpliique, suivie du 
changement de variable, pour ramener l'équation (1) à des formes canoniques 
intéressantes (*), et alors les équations (1) répondant à la question ne dépendront 
que de (<7 -f- 1) — 4 = 7 — ^ fonctions arbitraires; par exemple, on peul supposer 
que B est seulement de degré q — 3 et c\\\e y' est de la forme 

On peut choisir comme fonctions arbitraires les coefficients 6©, 6,, . . ., 6^_, 



( *) Voir P. Paim.evk, Annales de riicole Normale, |>. 2i-3o et 101 -io4; 1891. 
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du dénominaleur, qui dépendent algébriquement des coefficients ay, ^y et non de 
leurs dérivées; il reste alors quatre fonctions arbitraires, lesquelles ne subsistent 
plus, d'ailleurs, si Ton assujettit le degré du numérateur à être égal k q — 3, le 
coefficient de y^~^ étant égal à un. Alors les coefficients ao, ûTi, . . ., aq_^ s'ex- 
primeront algébriquement à l'aide des coefficients b et de leurs dérivées pre- 
mières. 

IV. — Nombre de branches de l'intégralb. 

6. U resterait à démontrer que, si Ton adopte la solution la plus générale des 
équations (S), le degré q ne s'abaisse pas nécessairement, c'est-à-dire que les 
équations (S) n'entraînent pas comme conséquence que d'autres racines^ == g{x) 
de D= o soient des solutions remarquables; car, s'il en était ainsi, une des équa- 
tions (S') serait conséquence des équations (S), ce qui est impossible, comme 
nous l'avons vu plus haut. 

7. Enfin, montrons que la fonction j^(j:) ainsi définie a bien n branches et non 
pas un nombre moindre, du moment que q est plus grand que deux. 

En eflet, supposons que l'intégrale générale ne prenne qu'un nombre v de va- 
leurs (v <; n). Elle est alors réductible à la forme 

où Pi et aj sont des polynômes en y de degré v. 

C =: ^Y^ — T est alors une fonction rationnelle de G 

(7) C = R(C'). 

Si C'j, est une racine multiple de l'égalité (7), et il y en aura toujours au moins 
une, du moment que v>- 1, et G© la valeur correspondante de G, l'égalité 



c.= !=»(?) 



admet des solutions y = g{x) multiples, et pour qu'elles soient seulement 
doubles, il faut que G'„ soit racine double de l'égalité 



et que, de plus, l'équation 



Co=R(G'), 

../_ «i(.r>^) 



ait ses racines en^ simples. 

Or, du moment que v>>i, cette dernière équation à plusieurs solutions 

c. 3 
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y =z g(^x), y=h(x), ... correspondant à la même valeur Co de C ; et, comme 
ce sont des solutions remarquables, les valeurs de la constante qui leur corres- 
pondent n'auraient pas été prises arbitrairement, puisqu'elles sont toutes égales 
à Cq. Il est donc impossible que, pour la solution (2) la plus générale, le nombre 
des branches soit inférieur à n. 

Le raisonnement n'est en défaut que si v est égal à un, maison sait que l'équa- 
tion (1) correspondante est une équation de Biccati, par suite gr = 2. 

Donc, si l'on suppose q> i^n est bien le nombre de branches permutables 
Acy{x). 

Je n'examinerai pas davantage la discussion ni les applications aux équations 
à coefficients algébriques, pas plus que d'autres questions intéressantes, me bor- 
nant à renvoyer au Mémoire de M. Painlevé ('), où tous ces problèmes sont 
traités avec les développements qu'ils comportent. 



CHAPITRE II. 

KQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ EN y'. — APPLICATIONS. 



1. — Équations a deux branches. 

I. Equations de degré quatre. — L'intégrale générale des équations diffé- 
rentielles de cette espèce se met sous la forme 

(I) \à — r 

et intègre l'équation de degré y = 4, 

-^ ' (Xi— PiX,)j*-+-2(Xo— fXoX,)/-f-fx,Xo— XjfXo 

où les coefficients des diverses puissances dey s'expriment rationnellement kV aide 
des cinq fonctions arbitraires X2, )^i, X©, {x,, {Xo et de leurs dérivées premières. 

2. Equations de degré trois. — Pour former les équations de degré trois 
dont l'intégrale générale acquiert deux valeurs autour des points critiques mobiles, 

(*) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, loc. cit. 
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on pourrait exprimer, par exemple, que le numérateur et le dénominateur de y' 
dans la relation (2) ont un facteur commun y — K, d'où une relation algébrique 

(3) H(Xj, X„ Xo, Pi Po, Vj, Vj, )/o, fx'j, f/'o)=^ o, 

qu'il est facile de former, où H est un polynôme entier par rapport aux fonc- 
tions )s, [JL et leurs dérivées premières; en sorte qu'en supprimant le facteur 
commun j^ — K [R est une fonction rationnelle des X, {x, X', [jl' liés par la rela- 
tion (3)], on obtiendrait une équation diflFérentielle, de degré trois en y, dont les 
coefficients sont des fonctions rationnelles des X, [x, X', jx' liés par la relation dif- 
férentielle (3). 
L'équation 



/- 



Q(7,^) 



ainsi obtenue dépend bien de quatre fonctions indépendantes, puisque les coef- 
ficients des diverses puissances dey sont exprimés de la façon indiquée plus haut; 
mais comme la relation H = o contient les dérivées premières X', [jl', . . . , on ne 
peut dire que l'on a euprimé explicitement les coefficients à l'aide de quatre fonc- 
tions indépendantes, puisque, pour exprimer une des cinq fonctions X, (x en fonc- 
tion des quatre autres, il faudrait savoir intégrer la relation H = o. 

A.insi donc, pour que la question que nous nous sommes posée fût résolue, il 
faudrait pouvoir déduire, de la relation H = o, une relation algébrique Ht = o 
ne contenant plus les dérivées des fonctions X, [x. 

Or, la méthode employée dans ce travail, ayant précisément pour objet de substi- 
tuer à la relation H = o, qui contient les dérivées premières des X, [x, une relation 

Hi (Xo, X|, X„ fXo, fx„ C) == o, 

contenant algébriquement les fonctions X, {x et une constante arbitraire C|, cette 
relation Hj = o doit être considérée comme intégrant la relation H = o. 
Il suffit d'écrire que les deux équations 

Lil — — 5 y 

(X, — fXjX,)7«4-a(Xo— X,fXo)j'H-fXiXo— X,fXo=o 
ont une racine commune eny^ d'où la relation 

[(Ci-X,)(fXjXo-fXoXj)-(C,fXo-Xo)(X|-fXl^«)? 

---[2(C,— XO(Xo — (XoXO— (Xi~fX,XO(fJtiC,— Xi)][(fX,Ci--XO(fAlXo-X,[Xo) — 2(fXoC-Xo)(Xo-fXoXo)]=0. 

Quand cette relation est satisfaite, on peut supprimer au numérateur et au 
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dénominateur de (2) le facteur commun 

/[(Xj— C,)(fX,Xo— X,fXo)— (poC— Xo)(X,— fXiXo)]-f(fX,C,— >.,)(fX,Xo — X,fXo)-t-f^0^1— >'0|^l, 

et l'on obtient Téquation difTérenlielle demandée. 

Du reste, on peut supposer t^ = o; cela revient à remplacer 

Aq, A|, a,, fi-o, fX| 
respectivement par 

Aq ^if-o» Al — CiP-i, Aj—Li, [ÀQy fx,, 
et la relation H| = o se réduit alors à 

relation qu'on aurait pu d'ailleurs écrire immédiatement; le facteur commun se 
réduit alors à 2 j' -h {Xi, et après l'avoir supprimé il reste 

•^ ' 2(X,— fXiX,)>'-+-4Xo— f^I^l 

3. En écrivant que l'équation différentielle s'abaisse au degré deux (auquel cas 
c'est une équation de Biccati), c'est-à-dire que 

est une solution remarquable, on obtient une relation entre Xj, Xj, Xo, {x© soit sous 
forme différentielle, en écrivant que le numérateur de (3) s'annule pour^ = ^|, 
soit sous forme algébrique en écrivant que, pour G = G2, on a 

(27,-hfX,)» 

et, par suite, l'intégrale générale se met sous la forme 
où l'on a posé 

c/=v^c"=ic;, 

et sur cette forme on vérifie bien que l'équation différentielle est à points cri- 
tiques fixes. C'est le cas exceptionnel ^r = 2. 
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II. — Emploi de la transformation hoxographique suivie du changement 

DE VARIABLE INDÉPENDANTE. 

4. Nous avons vu que la Iransformalion 

a(\)Y-hh(X) 



(1) x = (^(\), y=z 



Y-hc(X) 



conservait le degré de l'équation différenlielle et le nombre de branches de Tin- 
légrale. 

Si l'on suppose que ^ = 0,^ = 1,^ = 00 sont des intégrales des équations dif- 
férentielles, moyennant la transformation (4), on voit que, dans le cas de q = /\, 
l'intégrale générale (i), étant de la forme 

donne lieu à l'équation difTérentielle 



I 



(5) y = ^(v_,) 



«'(•^)— -[r — a(^)] 



.X 



yt^2y-h(x(œ) 
Pour le cas de ^r = 3, la quantité a étant nulle, l'intégrale est de la forme 

V— î 



C=:^ 



^y^ ' 



l'équation difTérentielle correspondante se réduit alors à 



(6) / 



_ y 



a:(2— 7) 



Si l'on part des formes (5) et (6) des équations diiïérentielles, on obtiendra 
toutes les équations différenlielles dont l'intégrale générale a deux branches^ en 
effectuant dans (5) et (6) sur x et y, la transformation (4), où 'f(X), a(X), 
è(X), c(X) sont des fonctions arbitraires de X. 

5. Remarque. — On pourra se reporter au Mémoire (*) déjà cité de M. Pain- 
levé, qui contient des types d'équations un peu différents de ceux que nous avons 
introduits. Mais la méthode que nous avons employée permet d'obtenir des types 
identiques, comme nous allons le montrer rapidement. 

(^) Annales de V École Normale; 189a. 
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6. Équations de degré quatre. — Pour que Féquation diflercnliellc, donl 

représcDle Tinlégralc, soit de la forme 

il faut et il suffit que Ton ait 

fx, Xo — X,fx„ — o, X,— |jii).,z=o, avec Xq — XjfXo^o, 

d'où 

^1 = ft; = o, 

/ __ Ky' + (^> Fo -^ ^0 — ^» Fo )y^ -^ K Fo — ^oFo 

2(Xo— X,fXo)7 

7. Équations de degré trois. — Pour que q soit égal à trois, il faut et il suffit 
que pour C = C| , j^ = o soit solution remarquable, d'où 

t.1 — — > 
ou bien encore que pour C = Ca, y=:oo soit solution remarquable, d'où 

On obtiendra alors les deux formes 

, _ ( >> -- Cl f^o )y* -t- ^0 Fo — ^0 jJ-'o 
^ a(Xo-"C,fXo)7 

qui se déduisent, d'ailleurs, l'une de l'autre parle changement de^ en — • 

Dans chacune de ces deux formes, la constante arbitraire introduite figure 
d'une façon artificielle, la première de ces deux formes pouvant s'rcrire 

^'~ -aix,a,-C,) ' 

si Ton pose 

ij — Ci^ A, 



^) /- 
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il vient 

^.^ A>»-+-fXoA^-fx;A 

et l'on retombe bien ainsi sur un tvpe très simple obtenu par M. Painlevé. 

III. — Equations a trois branches. 
8. Équations de degré six. — L'intégrale générale étant de la forme 

l'équation différentielle correspondante (i) la plus générale est de degré sîjr 



(3/» -h 2/x,7 -h {i-x)(lzy^ 4- X,7«4- X,7 -+- Xo) — (3X37*-+- 2>.î7 ^- ^i )(/' -*- F^y* -^ Fi/ + Fo) 

Nous disposons des coefficients de la transformation homographique, de façon 
que trois des racines du dénominateur, qui après les réductions est du qua- 
trième degré, soient o, i et 00, d'où les conditions 

(9) Xi — ^^1^3 = 0, //, >o--X,/Xo = o, 

(10) 2X1 -h 3Xo-hX, /x, 4-2X0/^1 = 0. 

Le dénominateur D devient alors 



D=^(X.-,x.X,)^(y-,)(y-f^') 



et l'on a pour l'équation différentielle 

._ B(7,a:) 
^ -A(7,^)' 

où A et B ont les développements suivants : 

B=XJX'37« + 2/x,X;XÎ7* 

4- Xo/X,X,(X;/Xo — ^3F'o) — ^0/^0^3(/^2^'l — ^iFl ) ^- /^0^3X'oXj^,]7» 

4- [2XoX,(X'o — ftoXo)]7 4-Xî(X;^o — Xofx'o), 



A s 2X,Xo(Xo - Fo>3)7(7 ~ (7 - !^)' 
les fonctions X, jx étant liées par les relations (9) et (10). 
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9. Équatioivs de degré cinq. — Ecrivons qu'une des racines de D, par 
exemple j>^ = oo, est inlégrale de (7), d'où 

X3 = const., 

et comme ).3 ne figure que dans la combinaison (JL0X3, on peut supposer X3 = o, 
d'où X2 = o, et Téqualion diffdrenlielle correspondante est de la forme 

où B el A ont pour expressions 

H - xj >.; y' + >.j (x; H- ,x,>.; - >, ^i; ) y* 

4- 2XoX,(X', Ho — XoHe)y -I- ^î (Ho^-'o — H'« ^0). 



As3)..>.Jy(/-')(y-f^) 



Ao) Îh, [^5-2 el Uo étant liés par la relation 

aXj -h 3X0 4-X,/Jt2 -h 2X0^.1 = 0. 

10. Equations de degré quatre. — Deux cas peuvent se présenter, car 
rabaissement du degré de l'équation (8) provient de la présence de deux solu- 
tions remarquables doubles, ou d'une solution remarquable triple. 

Premier cas : Jl existe deux solutions remarquables doubles. — Soient 
y r= o, y = 00, d'où 

on peut supposer 

C3 = o, Cp = 00, d'où jULo =: o, /JLi = o, 

et, par suite, 

/ _ .r[x;.vM-(x; -4-/xtX; — Xi [x; )y + / x,x; — Xo ^i; ] 



,,(^_0(^-H^) 



avec 

iX, •+- 3>.p -H XjjJLj-t- 2X0/X, :=r o. 

Deuxième cas : // )' a une solution remarquable triple. — Soit y = 00, d'où 

Xj^Xj^Xj^io, fJt, = 0, 2fjt,-t- 3 =10, 

I _ — >4.>'' -i- f Ky^ -^ f^o ^0 — Fo >o 
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H. Équations de degré trois. — Nous devons distinguer deux cas, suivant 
qu'il y a trois solutions remarquables doubles, ou une solution triple et une 
solution double. 

Premier cas : Il y a trois solutions doubles. — Soient o, i, oo. Nous n'avons 
qu'à écrire que, pour Téquation (9),^=! est en outre une solution remarquable 
correspondant à la valeur C = i de la constante, d'où les conditions 

>.,= >,= |jLj = ^o=0, I -H^, mXi -hXo, X, -t- 2X44-1 =0, 

et l'équation différentielle prend la forme 



(îO) / = 



(.Xo4-i)[ <^--^^y;^--^'> -r]^ 



dont l'intégrale générale est 

Deuxième cas : Il y a une solution triple et une solution double. — 
Soient^ =:oo solution triple et j^ = o solution double, d'où 

X, = X,=:X, =:f^, =0, 2^,4-3 = 0, fto = 0, 

^^ ^ 3(7-1) 

12. Remarque /. — Si l'on exprimait qu'il y a un abaissement plus considé- 
rable, on obtiendrait une équation de Riccati. 

On peut vérifier sur les formes correspondantes de l'intégrale générale que l'on 
se trouve bien en présence d'une équation à points critiques fixes. 

Pour l'équation (10), par exemple, si l'on exprimait qu'il y a abaissement 
d'une unité dans le degré, c'est-à-dire que 

(_Xoj+jO(2Vt^ 
Ao* 

est une solution remarquable double, correspondant à une valeur G =: C| de la 
constante, on obtiendrait une équation de Riccati, et, d'autre part, l'intégrale 
générale se réduisant à la forme 

«!/' -*- Piy* -+- yi/ -H d, = o, 

où ai, pi, y,, 8| sont des constantes numériques, l'équation différentielle cor- 
respondante aurait bien ses points critiques fixes. 

c. /, 
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De même, si l'on exprime que y = i est solution double pour Téquallon (12), 

il vient 

X; = o, d*où y = o, 

et l'intégrale générale, se réduisant à 

27' — 3/ 4- a, = o, 

où a, est une constante numérique, a bien encore ses points critiques fixes. 

ncniaïque II. — Si Ton avait exprimé tout d'abord que^ = ~— ^ est solution 

remarquable, on aurait rencontré des farines d'équations différentielles, identiques 
à celles trouvées par M. Painlevé (*) à l'aide de sa première méthode. 

13. Signalons enfin les types intéressants d'équations différentielles, obtenus 
eu écrivant que l'équation différentielle admet j^= 0,^=1, y = ao comme so- 
lutions or<im«//*e5 pour les valeurs C = o, C= 1, = 00 de la constante. Ceci 
est toujours possible puisque l'équation différentielle dépend au moins des quatre 
fonctions arbitraires f (^), «(^), l^i^)? c(^) ^^ la transformation 

X^=:0(X)y 1 = :^ ; , 

^ j-+-c(x) 

et que toutes les formes de l'intégrale générale (7) se déduisent de l'une d'entre 
elles par le changement de C en -p — j-» 

L'équation de degré six s'obtient en parlant de 

avec 
d*où 

où A et B sont deux polynômes de degrés trois et quatre. 

Ecrivons que y = ao est solution remarquable, d'où l'équation de degré cinq 

P _ j'4->.,y^-H>.,y , _ y (7-1 ) A 

^- FiJ + Fo ' ^~ B ' 

A et B étant du troisième degré; et l'on formera de même les équations de degrés 



( *) Annales de l* École Normale, 189a, lac. cit. 
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quatre et trois 

avec 

>, -h I = fx, -h fXo» 

et 






(3 -H 2>.,)7 — (X, -H 2) -^ (2^, -H 3)y 4- X,(X, -H 2) 



IV. — Équations a quatre branches. 

14. Dans tout ce qui suit, nous supposerons qu^on a disposé des coefficients de la 
transformation homographiquc, de façon que yz=o^ yz=z\^ y z=.co soient des 
solutions ordinaires de l'équation difTérentielle. Il suffira alors, dans tous les 

types que nous obtiendrons^ de remplacer y par -^- — j- pour former toutes les 

équations différentielles de l'espèce indiquée. Elles contiendront, par con- 
séquent, rationnellement les fonctions arbitraires a, p, 8 et leurs dérivées 
premières. 

Le degré de ces équations varie entre huit et trois. Je vais passer très rapi- 
dement sur les équations de degrés huit, sept, six et cinq dont la formation est 
analogue à celles des équations du paragraphe précédent, et j'insisterai plus lon- 
guement sur les équations du quatrième et du troisième degrés. 

I. Ë^uATiONS DE DEGRÉ HUIT. — L'intégrale générale est de la forme 

d'où 

4 /^î^' -^ 2/ji,y» -+- . . . -h l^o^o 

IL Equations de degré sept» — Écrivons que j^ = oo est solution remarquable 
double pour C = oo, d'où 

(2) Cz:z'Ll:L ^ i^ tL (i -f- X, -h X, -H Xg = a, -+- fi, -h fig )» 

(2)' y' — ^^ ^^ " ^"^^^'^y' '^ (f^î -^f^i -+- ^îf^i— ^>ff»)7' +»■.+ f^,x; — Xpf^;] 

2/i,y« 4- ( 3fJi, 4- X,/Ji,)y* H- • • • -H XofXo 

III .Équations de degré six. — Deux cas peuvent se présenter : 
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Premcer cas : Il y a deux solutions remarquables doubles, — Soienly =^ oc, 
y -= o pour C = 00, C = o, 

Deuxième cas \ Il y a une solution remarquable triple. — Soil j- = oc pour 
C = 00, 

(4) C — 'i-^ -^ ^ -^ ^ (fz, -f-^o = H-^i + X, -4-Xo), 

IV. Équations de degré ciîîq. — Trois cas peuvent se présenter : 

Premier cas : Il y a trois solutions remarquables doubles. — Soient y = o, 
y=ii^yz=cc pour C = o, C = i, C = oo, 

,.v r_ y»(y'-HA7-^B) 

^^ D7'-+-(3A4-2B — 2D4-4)y-2A-B-+-D-3' 

L'équation différentielle correspondante est 

M-N/=:o, 
011 Ton a 

N = D>* -+- ( AD'~ DA -h 2B' -F 3 A' - aD'.)y* 

[BD' — DB' -4- 2(AB' — BA) — a(AD' - DA) — 6A^ — B -h D] j» 
[AD' - DA' - 2(BD' - DB) - 4(AB'~ BA')]y^ 
[2(AB' - BA') -h BD'- DB' -h 3B']/ 



= y(7 — 0'[D'y*H-(3A'H-2B'-+-AD' — DA')y 

2(AB' — BA'>4-BD'-DB'-4-3B'] 



('>}' y = 



M = 2D/*-h (9A -h6B — 6D -h AD 4-i2)>^ 

-+- (6 A'-H 4AB — 4AD — 4B -+- 4D — i2)7« 

4-{— 6A'-+-3AD~-9Ah-2B«— 2BD-h4B)7-H2B(-2A— B-+-n-3) 

= (/ — i)[2D7'-h(9A-h6B — 4D-4-AD4-i2)7» 

-h (9 A -h 2B - 3 AD +6 A* 4- 4AB)y -+-2B(2A4-B — D-h 3)], 
d'où 

/(y-r- y) {D>*-h (3 A' 4- 2B' -h AD - DA')y 4- 2( AB - BA ) 4- BD' - PB' 4- 3B 1 
2D/»-H(9A-+-6B — 4D-+-AD4-i2)7«4-(9A4-2B— 3AD4-6A*-+-4AB)j-^:îB(2A4-B — D-f-3 
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Deux.ièmr cas ; Il y a une solution remarquable triple et une solution 
double, — Soient v = 00 et j^ = o, 

^^ -^ ~~ (4j«.-|-3A74-îB)(D/-hA-HB — D+ — D(7»-hAy*-t-B) 

* 

Troisième cas : Il y a une solution remarquable quadruple. — Soit y = oc 
pour C = 00, 

(7) C=:A7*-HBy-f-D/*4-(r — A~B — D)y, 

, w ,.._ 7('-j)[AV-^(A^4-B07+A^4-B^4-Dq 

^^^ -^ "" 4A^'-H3By'-f-2l)/-Hi — A— B — D 

V. Équations de degré quatre. — Dans tous Jes exemples formés jusqu'à 
présent, le nombre de valeurs remarquables de la constante n'étant jamais supé- 
rieur à trois, on pouvait faire en sorte qu'aucune constante arbitraire ne figurât 
dans l'équation différentielle définitive. En effet, toutes les formes de Tinlé- 

grale, se déduisant de l'une d'entre elles par le changement de C en -^r ^ 

(ai, ^,, Yi désignant des constantes numériques), on peut donner à trois i\v,i^ 
valeurs remarquables de la constante les valeurs o, 1 et 00. 

Nous allons rencontrer maintenant des équations où une ou deux constantes 
arbitraires distinctes figureront algébriquement d'une façon essentielle. 

Nous supposerons toujours qu'on a effectué sur^ une transformation homogra- 
phique, telle que o, i,qo soient des intégrales correspondant aux valeurs o, i, 
00 de la constante dMntégration. 

Premier cas : Il y a une solution quadruple (so'ii y =^ oo) et une solution 
double (soit y = o) ; d'où 

(8) c = Ak* + B/»4-(i-A-B)j^', 

r«v ,._ y(i-7)(A7 + A- + B-) 

^^ -^ ~4A7*-H3By-+-2(i — A — B) 

Deuxième cas : Il y a deux solutions triples. — Soient y = oo et ^=: o, 

(^^ ^-B>-^i4-A-B' 

r.V J(y-0[B-y^AB--BA- + An 

\^^ ^ ~3B/»-+-[4(A-Bh-i)-+-2AB]/4-3A(i — A-B) 

Troisième cas : Il y a une solution triple et deux solutions doubles. — 
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Soient >• =.co, y = o, y ■= i , on obtient les formes suivantes : 

^ ' (3A-H3B-+-4)y-(aA-+-B4-3)' 

,,„w ,.,_ • y(j-i)[(3A'+2B')^ + 3B'+a(AB'-BA')] 

Uo> 7 — 3(3A+2B4-4)7* + (6A' + 9A + 4AB + aB)/+aB(aA-HB-+-3)' 

• 

Quatrième cas : Il y a quatre solutions doubles, — Soient j^ = o, ^' = i, 
y = 00 les trois premières solutions doubles, correspondant aux. valeurs C = o, 
C = I , G = 00 de la constante, T intégrale gén<$rale est de la forme (5). 

Pour exprimer qu'il existe une solution remarquable double, pour la valeur 
C = Y de la constante, il faut écrire que les deux équations 

( 4/'4-3A7'-f-2(B — Dy)7 — y(3A-haB — 2D-i-4)=o, 

/ Aj' + 2(B — Dy)/»-3y(3A-H2B — aD4-4)/4-4(2A-hB~-D-t-3)y = o, 

ou, ce qui revient au même, que les deux équations qui s'en déduisent 

[3A«-h8(Dy— B)]y*4-[aA(B - Dy)4- i2y<3A -f- 2B - 2D -t-4)]y 

— yA(3A-f-2B — 2D-H4) — i6(2A-hB — l)4-3) = o, 

[16(2 A -^ B — D 4- 3) 4- Ay (3 A -H 2B — 2D 4- 4)]7« 
-f-[i2A(2A-hB -D-h3)-H2y(3A4-2B — 2D-H4)(B--Dy)]/ 

-h8(B— Dy)(2A-4-B — D4-3) — 3y«(3A-f-2B-2D-h4)- = o, 



et que j écris 

( Cj* -H Vj H- W = o, 
I U,y'4-V,7H-W,=ro, 

aient une racine commune, d'où une relation algébrique 

(i3) (UW, - WU,r- 4(UV, ~ VU,)( VW,- WV,) = H(A, B, D, y) = o, 

qui permet d'exprimer D, par exemple, en fonction algébrique de A, B et de la 

constante arbitraire y 

I) = /i(A,B,y). 

L'intégrale remarquable a pour expression 

■^•^^"~ U,W-UW, - Q(A,B,D,y)' 

oîi P et Q sont deux polynômes en A, B, D et y! et A, B, D, y étant liés par la 
relation algébrique H = o. 
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Moyennant ces condi lions, le numérateur et le dénominateur de l'équation (5)' 
s'annulent pour y =yi (x) et Téquation différentielle se réduit à 

r(y-0[D'P(A,B,D,y)jr-3B'0(A,B,D,y)] 



2l)P(A,H,D,y)Q(A,B,D,y)/»-t-[9A4-6B— 4D-hAD-Hi2-h2l>P(A,B,D,y)lP(A,B,D,y)7— 2B(2A4-B-D-h3) 

avec 

H(A,B,D,y)=:€>, 

Remarque L — Si l'oo exprimait directement qoe le numérateur et le déno- 
minateur de l'expression (5)' ont un facteur commun différent de y et Ae.y — i, 
c'est-à-dire que les deux équation» 

D'j' -H (3 A'4- 2B^-f- AD' - DA')7 + 2(AB' — BA) 4- BD' - DB -h 3 B'= o, 

2Dy*-f- (9A -H 6B — 4D 4- AD + 12)^* -f-. . .4- 2B(2A -i- B — D -^ 3) =0 

ont une racine commune, on obtiendrait 

K(A,B,D, A', B',D')=:o, 

relation différentielle algébrique enire les coefficients A, B, D, dont la relation 
H = o donne l'intégrale, en exprimant D, par exemple, en fonction algébrique 
de A, de B el de la constante arbitraire y* 

Remarque 11. — On peut pousser plus loin les calculs et exprimer les coeffi- 
cients de l'équation différentielle (i4) en fonction rationnelle de deux fonctions 
arbitraires convenablement choisies, de leurs dérivées premières et de la con- 
stante arbitraire y. La relation 

H(A,B,D,y) = o 

exprime, en effet, que les deux équations (12) ont une racine commune T. Pre- 
nons cette racine commune T comme fonction arbitraire, nous pouvons alors 
exprimer A et B en fonction rationnelle de D, T el y eh résolvant les équa- 
tions (i 1) par rapport à A et B. 

On obtient alors A et B sous la forme de deux fractions ayant pour dénomina- 
teur commun 

3(T*-y)(T«-3yT+»)-(T-y)(T'-97Ï), 

et pour numérateurs, la première 

2Dy[(T-i)(T«-3yT-(-a)-(T-7)(T-i)(T-2)] 

-4(T'-y)(T'-3yT + a)-.2(T-.)(ï-y), 

la seconde 

Dy[-(T-i)(T»-9yT) + 3(ï-i)(T-a)(T'-y)] 

+ 2(T'-y)(T' - 9yT) + 36y (T - i)(T« - y), 
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etrëquation différentielie correspondante devient, après la suppression du facteur 
y — T qui figure au numérateur et au dénominateur de (5)', 

,_ yi^y - i) [TD^y 4- 2(BA^ - AB^) -H PB — BD — 3B ] 

^ "" 2DTy«-hT(2DT-t-9A-+-6B— 4DH-AD-M2)j^-jB(2A4-B-D-f-3)' 

où A e/ B doivent être remplacés par les fonctions ratioa.n elles de D, T e/ ^ 
trouvées précédemment ; et A', B' par leurs dérivées. 

VI. Équations de degré trois. — Il y a cinq cas à distinguer : 
Premier cas : // existe deux solutions triples et une solution double, — 
Soienl j> = o, y = oo, ^ = i , 

C_ y'(/-HA) 



(3AH-4)j-(aA-h3)' 

•^""(3A-+-4)7 4-A(2A-h3)' 

Deuxième cas : Il existe une solution quadruple et deux solutions doubles. — 
Soient ^ = 00, y = o,y=i, 

C == j«[A7«- 2(A -4- i)j + A 4- 3], 

,._ A>(7~') . 
^ "" 2(A-+-3) — 4A7' 

Troisième cas : // existe une solution quadruple et une solution triple. — 

Soient y z=cOy y =. o^ 

C=jMA74-i-A), 

,._ A>(i-.V) . 
y - 4Aj4-3(i-A)^ 

Quatrième cas : Il existe une solution triple et trois solutions doubles. — 
Soient j^ = 00 la solution triple, ^ = 0,^=1 deux des solutions doubles. 
Nous parlons de la forme d'intégrale générale (10) 



C = 



j»(7«+Ay^B) 



(3A -t- 2B -H 4)7 — (2 A + B 4- 3) 

Exprimons qu'il existe une nouvelle solution remarquable double pour la va- 
leur C = Y de la constante. Gela reviendra, comme dans le § V, à exprimer que 
* deux équations du second degré 

U7« -H \y -f- W = o, 

oui nue rnciiic commune, d'où une relation 

H,(A.B,-/)=^o 
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permellant d'exprimer B en fonction algébrique de A et de la constante arbi- 
traire y; l'intégrale remarquable correspondante sera la racine commune 

>''(") -Q.(A.B, y) 

aux deux équations précédentes, P| et Q^ étant des polynômes entiers en A, 
B, y; Téquation différenlielle (lo)' s^abaissera au degré trois par la suppression 
du facteur commun^ — y^ au numérateur et au dénominateur de^', et il restera 

,.. -_ .y(y-i)(3A'+2B')P.(A.B,y) 

^ ' -^ ~3(3A-+-2B-+-4)Fi(A,B,y)/-3B(2A + B-H3)0,(A,B,y) 

a vec 

II.(A,B,y) = o. 

liemarque I. — Si l'on écrit que (lo)' se réduit au degré trois, en exprimant 

2(BA'-AB')-3B' , ■ A A- . u.- . 

que_y(= — ^ ij-T-T -^, est une racine du dénominateur, on obtient une 

relation diflTcrentieile algébrique 

3(3A-H2B-H4)[2(BA'-AB')-3B']»-+-2B(2AH-B-h3)(3A'-^2B')* 

- (6A'-+- 9A H- 4AB -4- 2B) [2(AB'- BA') -h 3B'] (3A'-f- 2B') = o, 

dont rintégrale générale est précisément mise sous la forme algébrique 

H, = o. 

Remarque II. — On peut exprimer les. coefGcients de Téquation différen- 
tielle (i4) en fonction rationnelle d'une fonction arbitraireT{x)^ de sa dérivée 
première et de la constante arbitraire y. 

En effet, quand la condition 

H,(A,B,y) = o 

est satisfaite, les deux équations 

47»-h3A7*4-2B/ — y(3A-h 2Bh-4) = o, 

Aj'-h 2B7'— 3(3A -^ 2B -h 4)y/-H 4y(2A-^-B-^3)=:o 

ont une racine commune T(x); on a alors les deux relations 

A(3T*— 3yT-f-2y)4-B(2T — 2yTH-y)=— 4T'H-4yT — 3y, 
A(T»— 9yT -+- 8y) -h 2B(T»— 3yT 4- 2y) =z: i2y(T -- I), 

qui, résolues en A et B, donnent A et Ben fonction rationnelle deT(a:) et de y. 

C. 5 
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fJr(|iialiou (liflcreiuiello dcvieiil alors 

_ y(y^ i_) ( 3A^j- aB )T _ 

on l'on iloil rtMnpIacer A cl I^ par les valenrs précéthMiles, v{ V cl IV par lenrs 
(lé ri M'es. 

(^r.xoLiKMK <;as : 7/ cj'tsfr cint/ solutions renia n/unh/es (loublrs, — iNous 
avons NU précédenunenl qne, clans le cas de quatre solutions doubles, l'équation 
correspondante (i/j) était du quatrième degré. 

Pour (pi'elle s'abaisse au troisième degré, il faut et il suflit qu'il existe une 
nouvelle solution remarquable pour une valeur v, de la conslanle, autrement dit 
(|ue les deux é(piations 

\:' v*-h V v-w z=o, 

(|ui ne dillèrrnl des équations (i i) que par le cliangement de v en y,, aient égale- 
ment une rarine commune, d'où la relation 

ll(A,B,l),-/,)r:=.. 

cpii^ J4)inl(! à la relation 

n(A,B,D,/)=zo, 

dciermine Bet D en fonction algébrique àa A et des deux constantes arbitraires'^'^ 
et *', . De plus, l'intégrale remarquable correspondant à yi a pour expression 

ii-v;-v^ u; _P_(A,_B,j),/^) 

}A^)- y',^^:.__y^uy^ '-^ Q( A, B, I), y, )' 
el Téquation diflerentielle ainsi obtenue s'écrit : 

,,..v ._ I>(A,B,D,y)P(A,B. i) ,y,)D,>(.> -I) 

^ ^ ^ >.P(V,B,i),7)P(A,B, l),y,)l)j-i-2B(*A4-B-l)-h3)Q(A,B,l),/)Q(A,B, 1),/,) 

où les coejfficients sont des fonctions algébriques de A et des deux constantes v 
et Yi, ou encore dt^s fonctions EM'iknEs des quantités A, B, D, y, yi liées par les 
deux relations H = o, 11'= o. 

liemarque 7. — Les deux relations algébriques 

n(A, B, D, /) = o, n(A, B, D, /,) rr_ o 

donnent précisément rinlégrale des deux relations différentielles algébriques ob- 
tenues en écrivant que, dans l'équation (5)', le polynôme 

2 Dy'H- . . . 4- 2 B(2 A -+- B — i) -T^ 3) 
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t'Sl divisible par 



D' vM . . .4- 2(AB'- BA) -f- BD- i)H H- 3B . 



<!-) 



/remarque If, — Les coefficients de IV'qnalion diflerenlielle (i^), c|iic Ton 
\ient de former, peuvent encore s'exprimer rationnellement à Taide de deux 
fonctions ®(^), T(.r) liées par une relation algébrique, de leurs dérivées pre- 
mières ri des deux constantes arbitraires y et yi. 

Kn eflel, en désignant par T(j:) et B(.r) les deux intégrales remarquables cor- 
respondant aux valeurs y et y, de la constante, A, B et D vérifient les relations 

i)-^4(T»-'/) = o, 

l)(T-2)-I9.y(T-l):::-0, 

- I) (B — 9.) — i2y,(B — a) — o, 





o(I-- 


-y).-v 


■+-2(T 


-y)»- 


2l)/(T 


(■p 


-97T)Ah- 


■ 1 ( T' 


-;5yT 


-H2)n 


il)-/(ï 




3(9' 


y.)A. 


-+-3(e- 


-y.)B- 


-2Dy,(e 


«' 


<,y,e)A + 2(e'- 


-3-/,e 


4- 2)1$ 


aD7,(e 



C.rs relations seront compatibles, si le détcrnnnaiit 



3(T'-7) 
•p-9yT 

3(»'-7.) 
«•-97.» 



1 -y 



T 



- oy I 



•À 



«-y. 
e»-3-/e 



y(T-i) 

-/(T-l)(ï-2) 

y,(e-i) 

■/,(e-i)(»-2) 



'[^3 

yCr- 

B' — 

y.(e- 



y 



I) 



y> 



•) 



est nul; d'où une relation 



/(T,e) = o. 



Alors les trois premières équations (17) donneront A, B, D en fonction ration 
nelle des quantités T, B liées par la relation /= o, et Ton aura Téquation 






TBD>(.K~i) 



2DTB7+2B(2A + B — D-h3) 



oii A, B, D sont remplacés, au niojen des relations (17), par leurs valeurs en 
fonction ratiowkelle de T, B, y, yi et W par la dérivée de D. 



!•»>■ 



CHAPITRE IIÏ. 

KTUDE DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ EN /. 



1. Soit 



I. — ËTABLISSEMEXT d'uNE FORMULE FOND AMENTALE. 



(I) L/^-2M/4-N = o 

une équation difTérentielle algébrique; le premier membre est un poljDome irré- 
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ductiblc du second degré en > ' el de degré donné en j-, dont les coefficienls 
sont des fonctions analytiques quelconques de x. Si q^^ q^^ q^ désignent les 
degrés en y des polynômes L, M, N, on peut toujours, moyennant une transfor- 
mation homographique eflecUiée sur y et dont les coeffîcienls sont des fonctions 
de x^ admettre que L, M, N sont de degrés q — 4« <7 — 2 et 7 en ^, en désignant 
par q le plus grand des trois nombres <7i 4- 4» 72 4- 2 et q-^. 

C'est ce nombre q que nous appellerons désormais le degré de l'équation dif- 
férentielle. 

Nous nous proposons de former explicitement toutes les équations {\) de 
DEGRÉ q DOKNÉ, dont l'intégrale générale ne prend quun nombre uokké n de 
valeurs autour des points critiques mobiles. 

Il s'agit donc, daus les équations que Ton formera, d'exprimer algébrique- 
ment les coefficients des polynômes L, M,N à l'aide d'un certain nombre de con- 
stantes et Ac fonctions arbitraires de x (et de leurs dérivées). 

2. Si l'intégrale y {x) acquiert exactement n valeurs autour des points cri- 
tiques mobiles, elle peut s'écrire, dans le cas où le genre m de la relation entre 
les constantes intégrales est nul (*) 

(2) aC*— 2;3C -+-•/=: o, 

où a, ^, V sont des polynômes en y de degré /i. 
Différentions l'équation (2), il vient 

L'élimination de C entre (2) et (3) conduit à une équation diflerenticlle de 
degré \n^ 

(1) L,/«-2M,/4-X. = o, 

que l'on peut écrire sous les deux formes suivantes : 

( 1 ) Si le genre xs de la relation entre les constantes intégrales est égal à u/i, %, ^, f sont 
de degré 2/1. Le cas de gt > i ne peut pas se présenter ici. ( Voir Tlntroduction.) 
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Ces deux dernières équations vont nous servir, l'une et l'autre, à établir rapi- 
dement une formule, qui n'est d'ailleurs qu*un cas particulier d'une formule beau- 
coup plus générale, de M. Painlevé (*), relative aux équations différentielles 

de degrés quelconques en y, y. 

3. Si l'équation différentielle (4) se réduit au degré q, c'est que les poly- 
nômes L|, Ml, N, contiennent un facteur commun H(j^, x) de degré ^n — q eny. 
Lc) racines de H jouent, d'ailleurs, un rôle important dans la théorie qui va suivre. 

Posons 

L,(v,a:)z=:L(7,^)H(7,^), M,=:MH, N, = NH. 

(7) M»-LN=:P»QR, 

l'équation R = o de degré k désignant les intégrales singulières et Q = o 
de degré y, le lieu des points de rebroussement des courbes intégrales. Soit, de 
plus, i le degré de P; les nombres e, y. A* vérifient la relation 

(8) 2g — l\ — 2i.-hj-h k. 
Si l'on forme le discriminant p^ — ay, on a 

(9) P«-«y=:n«Q»R, 
et le degré m de II est lié à /i,/, k par la relation 

( I o ) 2 n =1 2 m -^ 3j -h k. 

De l'égalité (8), on déduit 

et la forme (3) de l'équation différentielle devient 
(n) n'0'|0[(.QR^-v3nR^+nQ^)/ 

rwn^'n 3iii><^Q iirv<>R"l' 

+ .QR^ + 3nu^H-nQ^J 



4 



''[{p^'^y-iP^èm^-m- 



(') Leçons de Stockholm, p. 169, égalité (9). 
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rt" (|ui inonlre que II- (^■* enlre en fadeur dans le premier niemhre de Téqua- 
lion ii) el, par suile, que l\(y,x) contient les racines /w //////) fev du fiiscrinii- 
nant [i- — ay (tu mrnic fiegré de muttipUcitr, 

D'anlre j»arl, sur la forme (5), on vérifie que louie racine i' = i'(./') d'ordre /> 
do \'i) |)our i\ =r-. (1, (C, zrrz o par exemple) est racine d'ordre p — i dans Téqua- 
lion 1 :V) quel que soit )'. Donc, {ouie solution rentan/ttaif/r ff'orc/rr /> fij^uro 
dans H( )', .r) au déparé /> — i . 

InversenuMil loule racine i' =:;,'•(. r) de H = o vérifiant simultanément les trois 
relations 



venin 



.-~0, ~— z=:0, 



c'est-à-dire, soit la relation 

^[^•^(.r),./\C(.4r, .r)] = o, 
soit la suivante 

Donc, toute racine r= g{'^') de [I est soit une racine du discrimina ni [î- — av, 
soit une solution (non singulière) de l'équation difTérentielle. 
Le deg;ré /\ n — q de \\{}\ x) est égal, par consécjuenl, à 

et comme 

•î // =: 'i m -f- 3y -f- /« • 

on obtient la formilf. FONniMKNTAi.h 

(l'O 7r=2/<-i-X — ^[(a^— i)4-(^;.- I )-+-... -+-(r,.— i)], 

<7,, />,., . . . , tv étant les degrés de multiplicité des racines i* = gr{x) de V r^ o pour 
la valeur C, de la constante C, et la somme ^ s'étendant à toutes les solutions 
remarquables, qui sont nécessairement en nombre /?/i/. 

Kous avons posé précédemment L, = LH, L, est le discriminant de V par rap- 

port à r, c'est-à-dire le résultat de l'élimination de (> entre r = o, -r- --= o. On 
peut donc écrire 
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et si Von désigne par a le degré du diviseur D2 de D|, telles que toutes les racines 
de Dj distinctes ou non soient sotulions de Tëquation diflTérenlielle, la sonnnc 



est égale à A, 
cl 7 -. î, puisque 



^[{a,- i) -h(/v- O-f-...] 



q^r^in -h / - /., 



/. j. .'1 n — /| - - '>. m — ctj 



II. — Examen d'un cas singl'lier. 

i. Donnons-nous niainlenant une équalion 

olK\'— 0. J3 C 4- •/ --- o. 
Si Ton a posé 

C est une fonction rationnelle dey, 1^^ c'csi-à-dire une fonction à deux \aleurs 

de >', renfermant le radical y/QR. 

Tout ce cjue nous avons dit précédemment subsiste. 

Il y a toutefois un cas exceptionnel, que Ton peut rencontrer, mente en sup- 
posant la relation (•>,) irréductible. C'est celui où le premier memhrr de l'équa- 
tion en >-', déduite de (2), est carré parfait. 

Quand il en est ainsi, soient C| = yi (>', j?), Co = • '/2(.>*> •'*) Ic^ Ai^vw racines 
de (a) correspondant à une même valeur Aey. y x est. une fonction dcya, cl, pai- 

suite, 

/.i + y.2~const., '/,/,= consl. 

sont deux formes de l'intégrale de Téquation (i); autrement dit 

S 7 

'- m consl., - — const. 

o(. a 

définissent toutes deux Tintégrale générale de (1). On voit alors immédiatement 
qu'il existe entre a, j3, v une relation de la forme 

fjra -h ^|3 -H ey =z o, 

a^ b^ C étant des constantes numériques. 

Dans ce dernier cas, les racines y = g{x) du discriminant 

(â-— a/ = o 

sont des solutions ordinaires de (1), c'est-à-dire qu'elles donnent à la fonction 
Va{j\x)^ définie par (2), des valeurs constantes. 
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En effet, s'il en élail autrement, la courbey = g{^) serait soit une enveloppe, 
soit un lieu de points de rebroussement, soit un lieu de points doubles des 
intégrales particulières. Or pour une équation différentielle du premier degré 
en y\ il ne peut exister de tels lieux. 

III. — Position de la question. 

5. Arrivons maintenant au problème que nous nous sommes proposé au com- 
mencement de ce Chapitre. 

On se donne le degré q de l'équation différentielle (i) et l'on suppose que 
cette équation est véritablement du second degré en y' . Choisissons un système 
quelconque d'entiers positifs «', y, k satisfaisant à la relation 

2 <7 — 4 = 2/ -f-y 4- k 
avec les conditions 

j -h k^2y 3y 4- A' £ 2 /i, k^q — in. 

Je dis que, dans ces conditions, il y a une inPinité d'équations (1) correspon- 
dantes. 

Kn effet, prenons arbitrairement quatre polynômes P, II, Q, R de degrés /i, m, 

y, k Gv\ y, avec la condition 

2 /i = 2 m -i- 3y H- X . 
La différence 

est un polynôme de degré a/i en y^ que je puis toujours décomposer en un 
produit de deux polynômes de degré /i, que j'appelle a et y. Les coefficients 
de ces derniers polynômes sont ainsi déterminés en fonction algébrique des 
m -hy -h Â' -f- /e 4- 2 coefficients arbitraires A(a;), [i.(^), ... de p. Il, Q, R. 

Pour que l'équation (i) dont (2) définit l'intégrale générale soit de degré q, il 
faut et il suffit qu'il existe [x soXixùon^ remarquables y ^{x)^ y ^{x), . . '^y^{x) de 
multiplicités a, , «2, . . . , a^, telles que l'on ait 

<y — 2/i + A:— ^(g^.— i). 

Exprimons que^^ = gr{^) est une intégrale remarquable d'ordre a,, autrement 
dit que j^ = gr{^) est une racine de D» = o d'ordre ar — i et que, de plus, c,- dé- 
signant une constante numérique, on a 
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nous obtenons Or égaillés, qui, après l'élimination de j^v, donnent Heu à a, — i 
conditions algébriques dépendant de la constante C;.. 

Si maintenant je désigne par a^ — i» ^2 — i? • • •? ct\L — * un système d'entiers 
positifs (moindres que /?), dont la somme «, — \ -\- a^ — i -f- . . . -4- «pt — ' est 
égale à in -\- k — y, et si j'exprime qu'il existe a solutions remarquables 

de multiplicités r/|, ^/o, . . ., ci^^ j'obtiens 

«1 — I H- «2 — I -h . . . -h CTjjL — i izz 2 /^ -h A — q 

conditions algébriques dépendant de constantes Cr, en nombre égal au nombre jjl 
des solutions remarquables. 
Il reste donc 

m -\- j -{- k -\- n -^ 2 — (2/i-4-A — q)izz q -\- 2 ~ 

fonctions arbitraires. 

Pour £, y, k choisis, comme nous Tavons fait plus haut, le nombre des con- 
stantes Cr est maximum si tous les a^ sont égaux à 2 ; on a alors 2/1 h- A' — q con- 
stantes C;-, c'est-à-dire in-^-.q — 4 — 2/ — y. Siy =0, le nombre des constantes 
est égal à in -\- q — 4 — ^'î on peut dire que c'est la solution la plus générale. 

Nous vo}'ons donc que, à chaque choix des entiers positifs /, y, k assujettis 
à la condition 2 i -\-j -{- k = iq — 4 (avec les restrictions indiquées) correspond 
un nombre fijvi de systèmes de conditions algébuiques entre les coefficients de 
r équation (2). 

Chacun de ces systèmes définit une équation (2) rff?pe/irfa/i/ de i -\- /i fonc- 
tions arbitraires et d'un certain nombre de constantes arbitraires, égal au 
nombre des solutions remarquables. Ce nombre atteint son maximum 2 n -\-k — q 
quand toutes les solutions remarquables sont d'ordre deux. 

IV. — Résolution des objections que l'on peut faire a la théorie précédente. 

6. Plusieurs objections peuvent être faites à la discussion précédente : 

I® Les conditions imposées sont-elles compatibles et déterminées? 
2° Quand elles sont remplies, n^ entraînent-elles pas un abaissement plus 
considérable du degiié q de Inéquation (1)? 

3° Quand elles sont remplies, /'équation (2) est-elle iruéductiblk? 
4" La relation (i) correspondante ne se réduit-elle pas au premier degrk? 
5" Enfin, le nombre de branches de ^intégrale, permutables autour des 
C. 6 
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points criliques mobiles, est -il bien égal à ti et ne peut-il pas être i>fé- 
niKun à n? 

Nous allons montrer que toutes ces objections sont en défaut dans le cas, c|uc 
Ton peut considérer comme le plus général, où toutes les solutions remarquables 
sont d'ordre deux. 

Nous traitons en même tem])s les trois premières objections portant sur Vin- 
compatibilité, y abaissement de q et Y irréductibilité de IVquation (2), 

7. Objections I, Il et 111. — Les conditions qui portent sur les m4-y4-A*-|-/i-|-2 
fonctions arbitraires )^(j^), )^{j^), • • • peuvent s'écrire, si tous les ar sont égaux 
à deux^ 



Ct 



c. 



a[r,(.r),^] 
P(.>'i. x) 4- V^^Mji, x) — a(.v,, X) '/(.y,, .r) 



(S) ' ' «(/j.^) 



P (3(.K,„4.A-7^ .r) H- y/^M.rt/i-t-A -y> X) — Cf.Kytu^k-q^ X)y{Ytn-^k-q, x) ^ 
^'in\-k-*i - ~ ~— 'y 

les fonctions y^ = g\{x), >'o = ^'.j(x), ..., r-in+h-q^ gni^h-q{x) désignant 
'.in 4- Â' — q racines de D| = o. 

Les seconds membres de (S) sont donc des fonctions algébriques connues des 
coefficients A(a'). \^{x)j ... de (rJ, II, Q, 11. 

Tout d'abord les constantes Cr étant entièrement arbitraires, pour x = Xq 
les fonctions X(j:o)) [J^(^o)î ••• coefficients de j3, II, Q, R sont arbitraires, et, 
par suite, il en est de même des polvnomes 

?(/, ^'-o)» II(J, ^0), 0(7,.''o), l^(j».^"o)- 

On peut donc toujours supposer que pour x = Xq la relation 

5C(?-2.3C-+-y -G, 

est irréductible et que, de plus (pour x = Xq), les polynômes 11, Q, R ont leurs 
racines en j^ simples et distinctes; par suite, pour x = Xnj D, a toutes ses racines 
simples. 

Ceci posé, si les équations (S) ne sont pas compatibles et déterminées pour 
des valeurs des C^ arbitrairement choisies, c'est qu'un des seconds membres 
de (S), par exemple le dernier, est identiquement fonction des au très ;aLUiremeni 
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dit, que les 9.n -^ A — i premières racines de D| ne peuvent donner à la fonclion 



des valeurs conslanles, sans qu'il en soit de même pour la racine suivante de D|, 
et, par suite, pour toutes les autres par raison de symélrie. 

8. Nous allons voir que cette conclusion est impossible; nous allons démontrer 
en même temps qu'// est impossible que les relations (S), distinctes ou non, 
entraînent comme conséquence que dUiutres racines de D| = o, distinctes de 
celles qui figurent dans (S), rendent nécessairement constantes les valeurs 
correspondantes de C(j', x). 

Admettons, en eflTet, que p équations (S) {^^'xn -\- k — q) entraînent comme 
conséquence qu'une racine suivante de D| el, par suite, toutes les autres soienl 
solutions ordinaires de Téquation (i). Dans ces conditions, le degré irréduc- 
tible q\ de (i) est nécessairement égal à 4- Ceci n'est possible que si le ra- 
dical v^QR que renferme y^ porte sur un polynôme du quatrième degré, c'est- 
à-dire si y 4- A =4 ; donc est égal soit à 2, soit à i . 

Observons tout d'abord que, si Ventier q donné est égal à 4? ^" hicn 
p = 2/1 -h A" — 4î et alors, toutes les racines de D| sont épuisées dans ce système 
des p relations (S), ou bien p<C2/i-l-/\ — 4? et alors, siy-f-/»=:4î 'e système (S) 
laisse au moins cinq des fonctions X, a, » . . arbitraires; et siy-f-Â = 2, il laisse 
au moins six fonctions arbitraires. 

Enfin, si 9 >> 4? les p équations (S) laissent au moins cinq fonctions arbitraires 
si y 4- A' r= 4 et six fonctions arbitraires si j H- A = 2. 

Deux hypothèses sont alors possibles : 

PaEMiiiRE HYPOTHÈSE. — IJ équatiou en y correspondant à (2) est bien du 
second degré en y , 

Dans cette hypothèse, si y -|- A* = 4, exprimons qu'une des racines 

y — g,{x) de QR — o 

rend constante la fonction C(j', x), autrement dit, est une solution ordinaire 
de (1), y — gs{^) doit figurer, comme Ton sait, en avant du radical dans Téqua- 
tion (i) résolue en y' 

/= M 4- y/ÔR .-^ M -f- [ r - gs{^)]\/y^{y,x). 

Le radical étant du quatrième degré, ceci est impossible, à moins que l'équa- 
tion (i) ne se réduise au premier degré. 

Mais comme cette équation du premier degré est nécessairement une équation 
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de Riccati et que, d'autre part, il reste au moins quatre fonctions arbitraires, il 
y a contradiction. 

Si, maintenant, y -H k = ■>., il reste au moins six fonctions arbitraires; si nous 
disposons de deux de ces fonctions de façon que deux racines de QR = o soient 
solutions ordinaires de (i), c'est-à-dire donnent à C(y, x) une valeur constante, 
il reste quatre fonctions arbitraires. D'autre part, l'équation (i) en j^ ne peut 
rester du second degré, car dans l'équation résolue en j^', on aurait le facteur du 
second degré 

en avant du radical, ce qui est impossible puisque q=z.\. Donc, l'équation se 
réduirait au premier degré, et serait, par suite, une équation de Riccati, ce 
qui est absurde, puisqu'elle dépendrait, dans le cas actuel, de quatre fonctions 
arbitraires. 

Seconde hypothèse. — Le premier membre de Inéquation du second degré 
en y est carré parfait. 

C'est, par suite, une équation de Riccati, puisque yi = i ; or nous aurions au 
moins cinq fonctions arbitraires, ce qui est absurde. 

9. Passons, maintenant, aux deux dernières objections : 

Objection IV. — U équation différentielle (i) qui correspond à C équa- 
tion (2) la plus générale, est-elle bien du second degré? autrement dit, Içs 
conditions (S) portant sur les fonctions "^^{x), ;JJ.(^*), • . • n'entraînent-elles pas 
comme conséquence que l'équation (i) en y' est carré parfait? 

S'il en est ainsi, toutes les solutions j^ = A(^) de nQR=o sont des inté- 
grales ordinaires, c'est-à-dire donnent à C(j', x) une valeur constante. 

Si nous posons 

P 4- V^^ï^^ _. 






la relation 



-V(7.^'-), 



(E) iy^/[h{x),x]^c?{x), 

est une conséquence des relations (S), que nous récrivons sous la forme 



^^in-q^k — /{yin-q-k-kj ^) =^ Jtn-q^ki'^)' 



Ceci exige que le second membre de (E) ^(x) soit une fonction des seconds 
membres de (S)/, (x), /2(^), .. -, fm-q+k{oc). 
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Téq nation a ses points critiques fixes, xs est égal ù un y et, par conséquent, le 
nombre v des branches Ae y{x) est égal à un, quel que soit /?. 

Enfin, si y -4- k = 2, on a /> == o cl, par suite, ra = o. 

On voit donc que, si on laisse de côlé le cas de <7 = 4>y ^=0» ^'=4> le genre m 
correspondant à r équation la plus générale est égal à zéro, 

11. Je dis, maintenant, que la fonction y{x) déjinie par (2) prend bien, en 
général, n valeurs. 

En eflel, si elle en prenait seulement un nombre v <; /î, on pourrait mettre 
rintégrale générale sous la forme 

où a,, |3|, yi sont des polynômes en )' de degré v, ce qui est toujours possible 
puisque ro = o. 

On sait que C est nécessairement une fonction rationnelle de C, C = V(C'). 
Soit d'abord v >> i , et C^ une racine multiple de Tégalilé 

oTTC-^r(C'), 

et C,- la valeur correspondante de C, qui existent toujours, puisque U'' n'est pas 
du premier degré. Comme les ordres de multiplicité des solutions remarquables 
sont égaux à deux, la multiplicité de C,'. est seulement égale à deux et les v solu- 
tions )' = gr{'^) correspondant à la valeur C^ dans (.>/) sont distinctes. 

Dans ces conditions, les valeurs de C^ correspondant aux y solutions remar- 
quables y := g,.{x) de (2) seraient égales, ce qui est absurde, puisqu'on les a 
prises arbitrairement. 

Le raisonnement nest en défaut que si v = i ; mais alors, si v = 1 , /? = rn et, 
comme rn = o, /> est nul \ j -f- k --= 2, il faut que y soit nul, /• r:^ :>. et q z= j\. 

Inversement siy =z o, k = :>., q = /^^ ^/ est égal à un, quel que soit n, 

12. Nous pouvons donc énoncer les résultats suivants : 
Laissons de côlé les deux cas 

f A — 2, 

cas où Téqualion différentielle a toujours ses points critiques fixes. 

Dans tous les autres cas, les conditions imposées aux coefficients de (2) 
pour des valeurs de n^ q données et les choix de /, y, A (ai^ec les restrictions 
indiquées) sont compatibles et déterminées et définissent une équation (2) 
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dépendant de i-\- \ fonctions arbitraihes etdein-\-k — q=zin-\-rj — ^--'ài—j 

CONSTANTES ARBITRAIRES. 

V équation {'à) la plus générale, satisfaisant à ces conditions, est irréduc- 
tible en y et C et intègre une équation différentielle (i) vraiment du seconi» 
DEGRÉ EN y et de DEGRÉ irréductible en y^ égal à q. 

De plus, la fonction y{x) définie par (2) prend exactement n valeurs 
autour des points critiques mobiles et, par suite, le genre js de la relation 
entre les constantes intégrales est égal à zéro. 

13. Les propositions que nous venons de démontrer ne sont vraies, bien 
entendu, que si l'on a choisi d'une façon tout à fait arbitraire les fonctions et les 
constantes arbitraires dont dépend l'équation (2). Pour des choix particuliers de 
fonctions ou de constantes, le nombre des branches de l'intégrale peut être un 
diviseur de n et le genre m peut être égal k un. 

Les deux types exceptionnels correspondant aux deux cas y = 4? J = ^i 
Â'=45 2, qui expriment au fond que Inéquation (i) a ses points critiques fixes, 
se ramènent par la transformation homographique effectuée sur y et le change- 
ment de X en cp(X) aux deux équations 

où u^ est une constante ; et alors, quel que soit /i, on ne trouve que ces deux tvj)cs 
d'équations et leurs transformées ho mo graphiques. 



V. — Nombre de constantes et de fonctions arbitraires 

DOXT DÉPEND l'ÉQLATION DIFFÉRENTIELLE. 

14. L'équation (2), nous venons de le voir, dépend de /-i-4 fonctions arbi- 
traires et de 2 n -h A — q constantes arbitraires distinctes ; mais en sera-t-il de 
même pour l'équation (i)? Quel sera le nombre de fonctions et de constantes 
arbitraires dont dépendra cette équation? 

Je dis que l'équation différentielle (f) dépendra de i -{- ^fonctions arbitraires 
et de l constantes arbitraires, l désignant le nombre 2/1 -f- A" — q — 3 si ce der- 
nier nombre est positif et étant égal à zéro dans tous les autres cas. Il suffit, pour 
le démontrer, de nous appuyer sur la proposition suivante : 

Quand V intégrale d'une équation (1) prend exactement n valeurs autour 
des points critiques mobiles, et que le genre xs de la relation entre les con- 
stantes intégrales est nul, on peut mettre l^ intégrale sous la forme (2) et 
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toutes les formes (>.) s'obtiennent en effectuant sur C une transformation 
liomo graphique à coefficients constants. 

On pourra donc se servir de celle Iransformalion de façon à donner à Irois des 
valeurs remarquables Cr de la conslanle des valeurs parllculières, soit o, i, x, 
el il restera seulement 7.n -\- k — q — 3 constantes arbitraires. 

Si le nombre des valeurs remarquables de la constante est seulement égal à 
deux, on donnera à ces constantes les valeurs o et oc par exemple; si ce nombre 
est égal à un, on donnera à la constante correspondante la valeur 3c; enfin, s'il 
n'y a pas de constante remarquable, on ne fera rien. 

D'autre part, les /-+- \ fonctions arbitraires et les / constantes arbitraires figu- 
reront bien dans (i) d^ une façon indépendante. 

En effet, considérons une équation {'.i) où Ton ferait varier d'une certaine 
manière les /-h/j fonctions arbitraires et les / constantes arbitraires; s'il lui 
correspondait toujours la môme équation (i), on devrait, d'après la remarque 
précédente, passer d'une de ces formes {->.) à une aulre par une transformation 
homographique continue, puisque la forme (>.) varie d'une façon continue; ce 
qui est impossible, cette transformation devant conserver les valeurs o,-i, C3C. 

15. Ucmarque 1. — Dans l'équation (i) les racines y = g{x) de L = o el les 
racines de QR = o sont données algébriquement à l'aide des fonctions indéter- 
minées a(^), JJ^(-2*)> ^^^^ ^1^'^ '^^ dérivées figurent; par conséquent, on pourra, 
par exemple, prendre comme /-f-4 fonctions arbitraires, 1 + 4 ^^^ coefficients 
de L, Q, R, el les autres coefficients de (i) s'exprimeront algébriquement en 
fonction de ceux-là et de leurs dérivées. 

Remarque II, — On pourra se servir de la transformation homographique 
pour abaisser, par exemple, au degré q — 3 le coefficient N de (i). 



CHAPITRE IV. 

FORMATION DKS ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ EN /, DONT L'INTÉGRALE 

A DEUX BRANCHES. 



\ oici tout d'abord le Tableau des diverses circonstances qui peuvent se pré- 
senter dans celte élude (X désigne ici le nombre de solutions remarquables, A' le 
nombre d'intégrales singulières el j le degré en y de la courbe, lieu des points 
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2. Si Ton avait voulu mettre en évidence les quatre intégrales singulières, on 
aurait pu se servir de la transformation homographique et du changement 
X = 'f (X) de façon que ces intégrales fussent j^ = o, r = i , y = x>, y = jr, en 
posant 

^ j ( j — ( >' - '^' ) ( 2 ? 1 ;iî — a 1 7î — y I a* ) 

avec les conditions 

?î — ^î72==o, ;3; — «0 70= o, 

2 (3, Pj — a, y, — •/, 3Cj + (3* -h 2 .3o S* - - a* 7^ — y^ — a, 7, -h 2 ,3o (3, — a» 70 — 7, = o, 

( 2 Pi p2 — «i 71 — 7i ^î ) ^* ^- • • • = <^ ; 

mais il vaut mieux, pour ce qui va suivre, s'en tenir à l'équation (3). 

3. Equations de deoré sept. — Si nous exprimons maintenant qu'il y a une 
intégrale remarquable j^ = 00, par exemple, pour C = qc, nous obtenons une 
équation diflcrentielle de degré sepi^ qu'on déduit de (i) en faisant a)=o; d'où 

(2) Li/*-2M,/H-yO'-i)N,.^o, 

L^, Ml, N, étant de degrés 3, 5 et 4 en 1'. 

4. Équatioivs de degré six. — Pour ces équations, il y a deux intégrales re- 
marquables, soient y = ce, y = o pour (^ = oc et C = u, par exemple; il suffît 
de poser, dans (2), y, = o ; d'où 

-^(i3r/;-7.?;)y^-^-(;5i7;--y*;^;).>'*+(;So7;--7.?;)/] 

ou bien encore 

|(2i3,j + %) [(;3./,- 'h^\)f + (?,-/,- y, i3;)/»-f (I3„y;- -/.(î'.).)-] 

+ (y.i3.y + 2;3„7,) ((3;.r'+ ^\y + Pi )!/ 

>'(j-oi;3;((3,y;->,;3;).r' 

-t- [/, ( ?. (3; + >. ?'. ) - -^ 'h ?'. i^'. ].'■ - ^'o ( ?«y; - y= ?'. )! = o. 

5. Equations de degré cinq. — H J' a ici trois valeurs remarquables de la 
constante, soient C = 00, C = o, C = 1 avec y = oc, y = o, y = i , par exemple, 
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comme solutions remarquables correspondanles; d'où 

a,= «i=yo = y, = o. 

2(Pj-(-?>i+|3o) = n-yi, 

L'équation difTérenlielle de degré cinq, que l'on obtient, s'écrit 

^?.-A((3,/-(3.).y" 

+ r(7-')j(3;(i3,y;-y,(3;)/> 

+ [!3;((3«/.-y.|3";) + ^,y;-y.p;+[3;(i3,y;-y,(3;)]7 . 

+ (3;(7.(3'o-/,Po)| = o, 
où Ton doit remplacer Po P^^r P2 H ^ et j3| par vj — 2 p^* 

6. Équations a points critiques fixks. — Il est impossible d'avoir un abaisse- 
ment plus considérable, sans que l'équalion correspondante ait ses points cri- 
tiques Jixes, 

Pour vérifier celle remarque sur l'exemple que nous venons de former, expri- 
mons que, pour la valeur C| de la constante, j'i = ^ m 1 H ^^ est une inté- 
grale remarquable. L'expression 

C*- C[2(3,/«-^ 2(y,- 2(3,)j -4- r -h 2(3,- y,] -+- y, v' 

devient un carré parfait quand on y remplace C par C| ety par j^i. 
Posons 

l'intégrale générale s'écrit alors 

(3) C''— C[A.5yî-B«(j — i)«-f-i]-hA'j«=:o. 

Ecrivons que, pour C == C|, l'équation admet la solution remarquable 

_ i-B^ 
^'~ A«-B** 

Comme pour C = C| , le premier membre de (3) étant carré parfait, ji a égale- 
ment pour expression 

C,(A«-B*)-A* 
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et, par suite, on obtient successivement 

A'(C,-i) 
C,-A* 

L'équation (3) peut donc s'écrire 

[(i-C,)(C,-A')4-C(C,-i)]Ay 

- 2C(C, - I) A=7 -f- C[(C, - A*) (C - I) 4- A*(C, - i)l = o 
ou 

A(C^ i)C4-v'(A«-i)(A*— C0v^C(C-i)(C-C7) 



Aj = 



C(A«— i)-hC,-A* 



C'est une équation à points critiques fixes, àoni la relation entre les constantes 
intégrales, primitivement du genre zéro, s'écrit maintenant 

C''=:=C(C-i)(C-CO. 

Elle est donc devenue de genre ln (*), par suite de Texistence de quatre solu- 
tions remarquables. 

L'équation difTérenlielle s'écrit, d'ailleurs, 

-^ Vf)' — ns'rs.v' — v.Q"> \v— ' ^«>(y»Pô — ^o' /î) Ë»! — o 



avec 






IL — Il Y A DEUX INTÉGRALES SINGULIÈRES. 

7. Equations de degré six. — Dans ces conditions, le degré maximum de 
l'équation difTérentielle est égal à six. C'est le cas où il n'y a pas de solution re- 
marquable. Disposons des coefficients de la Iransformalion homographique, de 
façon que les deux intégrales singulières soient j' = o, j^ = oc, el que, dans 
p2__aY = n2R, II se réduise à l'unité. 

L'intégrale générale 



(*) Sur \c passage du genre zéro au genre un, voir les n*** li et 13 du Chapitre VI, 
(') Cl désigne, comme nous l'avons dit, une constante arbitraire. 
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peut s'écrire actuellement 

les coefficients pa, ^i, ^o? *2) ««> ^o sont liés par les relations, qui expriment que 

est divisible par 

Soit Y2j^^4- Y«^ + Yo le quotient, on calcule facilement les coefficients v.^, yi , yo 



U) /t— „ ' /i— — r „i ' A — 



• 



0C2 ^2 ^2 ^( 



les a/, py étant liés par les deux relations 

L^équation différentielle s'écrit alors 

[(2y-i)«-4/(y-i)((3î-a,y,)]/* 

-f-(4?2p'o-+-2(3,(3';— 2a2y; — a,/, _ aaoV', — yi^'i)/ 

-+-2?il3;-yia'o~aiy;j/ 

~47(/-i)[((3;7«4-(3;j4-?;r-(a;j«+«;j-+-a;)(y;j'4-y;7 4-y;)] = o, 

où les Yo, Yo Y^ doivent être remplacés par les valeurs {i)y les a/, [3y étant liés 
par les relations (5). 

8. Equations ue décria ci.nq. — Il suffit d'exprimer qu'il y a une solution 
remarquable pour C = X) par exemple; d'où a; =4^2 ^-^o- On vérifiera que le facteur 
aajj' -h ai figure dans le premier membre de l'équation différentielle formée pré- 
cédemment. C'est là une vérification un peu longue, mais qui ne présente aucune 
difficulté. On supprimera ce facteur '^y.2j' -^- ^\j et Ton obtiendra l'équation de 
degré cinq demandée. 

9. Equations a points critiques fixes. — Si nous exprimons que l'abaisse- 
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nienl est plus considérable, c'est-à-dire qu'il y a deux solutions remarquables, le 
degré de l'équation différentielle ainsi obtenu est égal à quatre. Mais, comme 
il y a deux intégrales singulières, sans lieux de points de r^broussement (y = t>), 
nous avons affaire à une équation à points critiques fixes. Vérifions qu'il en est 
bien ainsi. 

Pour cela, écrivons l'intégrale générale sous la forme 

C«_ 2( j3, r^+ P,r 4- (3oC -f- y,y«=^ o, 

y = o, r = ^ élant les deux solutions remarquables pour C = o et C = oc. 
Soit (y — i)'** le carré parfait 11=* figurant dans le discriminant ^^ — ay. Si 

est divisible par {y — i)*, on aura entre les a/, p/, y,- les relations 

(;3.4-p,4-;3o)(2Po-+-(3,)-y,= o 
et, par suite, 

Il en résulle que Tinlégrale générale 

(:»--4i3,(^>«-M)^-{3,r]C-+-(?.p,+ ;3,)V*-^o 
qu'on peut écrire 

[(2(3,+ |3,)'- 2^5] (J- >)'+ (2^.+ ;3,- C)-.-- O 
devient 

2(3,-i-;3,-C 



J = I + 



v/{2(3,+ (3,)'-2(3, 
L'équalioii a donc bien ses points critiques Jixes. 

III. — II. Y A L.NE SEULE INTEURALE SINGl'UÈRE. 

iO. Equatio>s de degré cinq. — Dans ces conditions, le degré de l'équation 
de différentielle esl au plus égal à cinq. Soient y = i r intégrale singulière, y=^<* 
le lieu des points de rebroussemcnt. Supposons, de plus^ que )'= oo soit solution 
ordinaire pour C = ac ; d'où a^ = o, 

(a, V H- aj(?- îî((3,7»-h (3,7 H- (3o)C -h y, v' ^ lO' -+" ?o=^ o, 
l'intégrale générale prend alors la forme (où p^^» ) 



G - r'^Pij-'-!^o+rv6^(r"') 



a, 7 -f- a^ 
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les coefficients sont a,, a^, ^i, ^o sont liés par la relation 

(6) ai(aoPi— |3oai)*— 2a;(ao(3, — (3oa,) — «5 = 0, 

qui exprime que 



(y'-+-piy + (3o)'-7'(7-0 



est divisible par %xy -\- 7.q. 
On déduit de là 



(:) 






et Téquation différentielle correspondante s'écrit 

- 40' - 0(ai7'-+- «'ij -^ ^o) [(272-+- yi)'/ -+- /jj'-h /,/ -f- yil = o 
ou 

-4(7-«)[2(i3;74-;3;)(2y + (3,) 

- ^.(/i j' + /i/ -+- /o) -(^\y -H a'o) (2yî.r + yi )].>'' 

- »(>'-i)[((3;v4-;3;)«-(a;r4-a;)(y;j'-f-y;j4-y'o)] = o, 

<>" Y21 Yo Y<> ^^^ ^^^ valeurs (7), et ao, a<, j3,, p^ sont liés par les relations (6). 

Dans le cas actuel, nous pouvons exprimer les coefficients de Téquation diffé- 
rentielle, en fonction iiATiONjvELLE de Ito\s fonctions arbitraires A, B, T, et de 
leurs dérivées A' B', T'. 

En effet, de la relation (6) on lire 






«1 



Posons 



il vient 



aoz=:A, a, = A('P-i), {iJo=B, 
(3,= B(T*-i)4- ,^, 

Il suffira de remplacer dans (8) les a, [îi, y pa^ ^^s valeurs que nous venons de 
calculer. 
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H. Équations de degré quatre. — Dans ce cas, y =zqo est une solution re- 
marquable (soit |)OurC = Qo); d'où, en tenant compte des calculs précédents, 






> 



«0 ^0 ^0 



Téquation (8) devient 

j"-4(/-i){2y-i)(îi/+4(>-i)[«',/,y + «'oy;-p;'] = o 

ou bien, en remplaçant yo et ^i en fonction de ^, et a^, 

y'-4(r-')(2.v-i)(3;j' 

+ /,(j-i)(^«. ^^ jK + «« ^^j P.j-0. 

Ici les coefficients sont des fonctions rationnelles de ao, ^o ^^ ^^ leurs 
dérivées. 



CHAPITRE V. 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU SECOND DEGRÉ EN y' DONT L'INTÉGRALE 
GÉNÉRALE EST UNE FONCTION A TROIS VALEURS, LE GENRE xs DE LA 
RELATION ENTRE LES CONSTANTES INTÉGRALES ÉTANT ÉGAL A ZÉRO. 



\, Voici le Tableau des diflerentes circonstances qui peuvent se présenter 
dans celle étude; j désigne, comme précédemment, le degré en y du lieu des 
points de rebroussement et k le nombre dUntégrales singulières : 

Degré q des équations diiïérenti elles 
correspondantes. 



/ A- — 6, 7 = 12, II, 10, 9, 8, 7, 6, 5. 

y — o ' A=:4, q= lo, 9, 8, 7, 6, 5, 4- 

( /r=:2, 7= 8, 7, 6, 5. 

( /rz=:3, q= 9, 8, 7, 6, 5, 4. 
/ = 1 

{ k=: ï,s q— 7, 6, 5, 4. 

j = o A—o, 7=- 6, 5, 4. 

Comme il serait beaucoup trop long d'exposer, dans ses moindres détails, la 

formation des soixante-quatre Ijpes diflTérenls, auxquels donnent lieu les six 
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classes d'éciiualioiis figurant clans le Tableau ci-dessus, je me horneral, sans 
pousser, d'ailleurs, jusqu'au bout certains calculs, à former tous les tjpes de la 
première et de la sixième classe. (]es derniers tjpes correspondent aux deux cas 
où Téquation dilTèrenlielle possède six intégrales singulières ou n'en possède 
aueune. Le premier cas nous fournira ()es exemples d'équations renfermant 
algébriquement et d'une façon essentielle, une, deux, trois ou quatre con- 
stantes arbitraires distinctes. 



I. — Il Y A SIX INTÉGRALES SIN^rLlfeRKS. 

■ 

2. Dans ces conditions, nous supposerons qu'on a disposé des coefficients 
de la transformation homograpbiquc de façon que j' = o, r = i, j'=r30 soient des 
intégrales ordinaires correspondant aux valeurs C = o, (^=i, C = oc de la 
constante d'intégration; en sorte que l'équation différentielle (') correspondante 
sera toujours de la forme 

(I) \^yt-:,^\y-^y(y-,)^^o, 

où L, M, N sont des polynômes de degrés respectivement égaux à 8, lo et 9. 

Equatïojxs de degré douze. — L'équation la plus générale dont l'intégrale 
possède trois branches est de degré douze; L, RI, N seront alors de degrés 8, m 
et ()*, et si a, P, y désignent trois polynômes en y de la forme 

a = «îj' -H a,7 -H I , (3 1= (Sj y' -+- '^^y^ 4- Ç»,y -+- Po, y = ys..)'' -f- y*/' -^ y ij, 
avec la condition suivante, qui exprime quey = i est intégrale pour C =r 1 , 

«1 -H «i -M -+- ys -+- y2 -H y i = 2 ( ^3 -H ;3, -+- ;3i -h (3o ), 

l'équation différentielle (1) s'écrit de la façon suivante : 

et les coefficients de L, M, N sont, par suite, des fonctions rationnelles des a/, 
P/, Yi et de leurs dérivées. 



(M Pour obtenir toutes les équations répondant ù la question, il suffira de remplacer 
dans cliacun des types obtenus y par — Y~Â^ l( ^^ ^ '*^'' *^ dérivée de celte expres- 

sion; la nouvelle équation renfermera alors rationnellement les trois fonctions arbitraires 
a(x), b{x)y l{x) et leurs dérivées premières. 

C. 8 
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J 



Remarque, — L'intégrale et le terme indépendant de y pouvant s'écrire 



également 



a(C — i)*— 2(P — a)(C — i)-ha — 2;3-hy = o, 

le facteur j^ — i se met aussitôt en évidence dans ce dernier, en vertu de rijentitc 

a — 2? -t- y E- (7 — i)[(yj— a.S,)^--!- (y,— 23,-1- y,— 23,4- a,)/ -+- 2^0— i]. 

3. Kqlatio>'S de degré o^zK. — En écrivant que j' = ao, par exemple, est une 
intégrale remarquable double, d'où a^^o, on obtient une é(|uation (1) où L, 
M, N sont de degrés 7, 9 et 8. 

Kquatio>s de degré dix. — Deux cas peuvent se présenter, suivant que 
rabaissement du degré provient de deux solutions doubles ou de la présence 
iVune solution triple. Dans Téquation (1) correspondante L, M, Nsonl de degrés 
6, 8 et 7. 

I. Il y a deux Intégrales remarquables doubles, — Soient j^ = 00, y = o, 
d'où a2 = Yi = o. Après suppression du facteur^', il reste une équation (1) du 
degré indiqué. 

II. Il y a une intégrale remarquable triple, — On partira de la forme de 

l'intégrale 

<-'— 2(P,/» 4- (3,jk' 4- j3,y -h {3o)C h- yj v'-f- y,j'4- y, j = o 

[ya-+- yî4- y, -h I — 2(p, -+- (3j-h (3, -h i)], 

et Ton obtiendra une équation (i) de même forme que tout à Tlieure. 

Kqu4tio>s de degré neuf. — Ici encore, il y a deux cas à distinguer : 

I. Il y a trois solutions remarquables doubles. — Soient^=o, j=i,^' = oo 
pour (^ = o, 1 , 00. On partira de l'intégrale générale et des conditions 

ai-+-i-+-yj-hyj=2(;33 4-;3,-h(3,4-;3o), ai-+-2y,-h3y,= 2(3p,-+-2l3,4-(3,), 
en remarquant que la relation suivante, conséquence des deux précédentes, 

(7j- 2(3,)/» -i-(y,~2j3,)j« 4- («,-2(3, )/-+-! -2^0 

permet de mettre en évidence le facteur j^ — i dans les coefficients de j^* elj^' et 
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le fadeur (y — i)^ dans les aiilres termes en sorte qu'après la suppression du 
facteur j-(j' — i), il restera Téqualion (i) demandée. 

II. Jl y a une solution triple et une solution double. — Soient j)' = oo,v = o, 
on ])arhra de 

4. Éf^L-ATia>'s DE DEGRÉ HUIT. — H v 3 Irois cas à distinguer : 

I. Il y a quatre solutions doubles, — Quand ^ = o,^* = 00 son l deux solutions 
doubles pour C = o, C == 00, Tihlégrale générale prend la forme 

Si >' = 1 , 1' = T| sont deux nouvelles solutions remarquables doubles pour 
C = I et C = Ci, les fonctions v,, ^3, ^2? ?i s'expriment en fonction rationnelle 
de T|, «1, Ya et de la constanle (>i, au moven des relations linéaires 

— 3y, H- 6p, H^.^Pi -l-2;3, --2y, -ha,, 

2Pî-h4Pi —y, -h2a, -h3(i — 2P0), 

cl le premier membre de Téquation différentiel le correspondanle, après suppres- 
sion du facteur j'(j)' — ^){y — li)j est de la forme (i), où L, M, N sonl des 
polynômes de degrés 4? 6 et 5, dont les coefficients s'expriment uationnkllk- 
me:^t à Vaide de la constante arbitraire (^x^ des trois fonctions arbitraires o.^ , 
vj, T| et de leurs dérivées a',, y'^ et T, . 

II. Il y a une solution triple (y = Qo) et deux solutions doubles (r = o, y=z i). 
On partira des formes suivantes de Pinlégrale générale et dans le résultat final on 
supprimera le facleur^'(^ — i) 

i-Ky,4-y,= 2(j3,-»-P,4-(3i-h(3o), 2y,-h 3y,= 2(3(33-h 2(3,4- (3o). 

III. Il y a deux solutions triples (r:=oo, r = o). — Dans le résultat final, 
on supprimera le facteur^^^, après être parti de la forme de l'intégrale générale 

C»- 2(j3,7»4- (3,j«4- (3,7 4- (3o) -t- yjv'irz o [y, 4- 1 = 2((3,4- (3,4- (3, 4- ^,)\. 

0. Equations de degré sept. — H }' a trois cas à distinguer :' 

1. Il existe cinq solutions remarquables doubles. — Soient i^rr o, y . z i, 
j>' = 00, V = T<, V = T2 pour les valeurs o, 1, 00, C,. C2 de la constante, l/inié- 



(k) A. CAIIEN. 

^ralo «;rn«''rolc s't'nira 

ri 1rs tondions [io> ?i> ?ji ?3- V-*? V^ s'^'xp»'»»»*^"*' en (bnclion rationnelle de T|. 
Tj. a, i:l des constantes arbilr.iires Ci, C», an movcn des relations linéaires 

— y* +2,3, -H 4.^1 — ^i^o =tiai -+- •^• 

l/('(|nalion difTércnliolle correspondante, après snppressioii dn factenr 

v(/-')(v-T,)(^v-ï,), 

est de la forme (i), où 1^, M, N sont des polynômes de degrés i, (i cl 5, dont les 
eocfficienls s^expriment uation^ellemeat à Vaille des constantes arbitraires 
(ii, (^2, des trois fonctions arbitraires ai, ï|, T^ et de leurs dérivées pre- 
mirres a,, 1 ,, 1 ... 

(>. 11. // existe une solution remarquable triple et trois solutions renia r- 
(juables doubles. — Soient j* rrr oo la solution triple pour C = oc et )' = o, y = i , 
y = T| pour il = o, i , C|. L'intégrale générale est de la forme 

C*- •..( ;33j'-+- ;3,/«-^ ?,/ -f- ;3o) c h- y, j' -t- y,/' = o. 

Les coenicienls [i.,, jï^, ^i, Ya s'expriment rationnellement à l'aide de 'i i, y^ 
n de la constante arbitraire C|, an moyen de relations linéaires qui se déduisent 
des relations {'à) en y faisant ai = o. L'é<piation diflérentielle qu'on obtiendra, 
a|)rrs siip|)ression iXn facteur j ( r — i) (y — T< ), sera de la forme (i) et ses coef- 
ficients seront des fondions rationnelles de C|, Ti Vj, T^, y.^. 

III. // existe deux solutions triples {y = 0^ y ^=^ x,) et une solution double 
{y = 1). — L'intégrale générale est de la forme 

C*- 2( ^,.v' -h ?0''-^?0' -+- ?o) C 4- y,7» ^ o, 
— 3y3^-<>?j-+-4.3,-h2.3, = o, y3-+-i = 2(.33-h ;3,-t- (3,-t- ?„), 

et donne lieu à une étpiation dinérentielle qui, après la suppression du facteur 

y- (y -■' 1), est de la forme (1). 
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7. Équations de degré six. — H y a qualrc cas à (lisliii«^ner : 

I. // existe six solutions remarquables doubles. — Suienl y^^^o, i'= i , >* = x, 
y=:T|, J' = Ta, j' = T3 pour C = o, I, 30, C|, Cy? ^^3- O» peut partir de ia 
for me 



(V) 



( a,/ -f- 1 ) C - 2 ( .3, J-» + ? j.v» + 3, / -+- % ) <: + y,/' + y, j* - <>, 



vl si l'un pose 

/(T,C) 
?(T,C) 



:-3T'y,-2Tyj -t- «CT'^j-H 4«:T.3,h- 2<:;3, -a.C*. 
— T'y, -<- u<:ï'.3i-r .'iCT^, - (J(:.3„ - sC-T», - SC*. 



les sept cocfdcicnls a,-, [ïy sont liés piii' les huit l'cluliuiis liiiéairt's 



(.->) 



(/(ï„(:,) = 0, /(ï„C,)=:0, /(T3,(:3)=:o, /(I,I)=0, 

( ?(T,,(:,)=:o, o(T,. Cj)^*^ ç;(T3, Cj)— o, 0(1,1)^0, 



(|iii ne seront compatibles (pie si le délerniinaiit A :_ F('r,, Tj, Tj, C,, (^o, (I3 ) 
est nul. 

T* 2T, {Wï\ 2(:/r, c, 

I3 ^13 ''3'3 -^'^3^3 ''3 



A=- 



o 



I 

o 
o 
o 

o 



I 



1 


o 
o 
o 



'.4 



r 'Pi 



■u:.T, 

aC.T. 

a<.3 I3 



O 
O 



'm 



O 



•>r*T 



o 
'm 



•«(IsT.T (^3 



•2 



X 



d'où la relation al*:ébri(/ue (où F est un [)olynonie en T, , T.., ']':,, (],, (^;j, (J3) 



((5) 



^'(T,, T„ T3, (1,, Cj, C3) -: O, 



qui permet d'ex|)rîmer T^, par exemple, en fonction al^chrif/ut' des fniiclintis 
arbitraires T, , T.j el des constftiitrs arbitraires (^, (].., (1:,. 

Dansées conditions, on pourra résoudre les sept premières cMpialions (T)) par 
rapport aux a/, ,3y qui seront exprimés ainsi rationnellement à l'aide de T, , To, 1';,, 
C|, (^2, C3, liés par la relation (()). l/équation dillérenliellc correspondant à la 
relation (i) (où les fonctions a/, ,3y >onl exprimées au movcn des T et des (1), aprr> 
suppression du facteur j(r — i)( r — T,)( v — T.)^.)' — T.,), rst de la forme (1), 
où les coefficients des polynômes L, M, N sont exprimrs nvrio>M:Li.i:Mi:.N r 
à Cai le des trois constantes arbitraires distinctes (^,, (l^, (1;,, des trois fonc- 
tions T,, T2J T3 lires par la relation mjm-imuqi k (()) (et de leurs drrisres), ou 



(8) 
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bien encore où les coefficients sont exprimés ALGF.BnIQlEMF.^T à Vaide des trois 
constantes arbitraires C|, C2, C3, des deux fonctions arbitraires T|, Ta cl 
de leurs dérii'ées, 

II. Il existe quatre solutions remarquables doubles et une solution triple. 
Soient y = ce solution triple pour C =-= oc, et y = 0, ^' = 1,1* = T|, y = T^ 
solutions doubles pour C .-= o, C =-- 1 , C = C,, (] =z C.j. On part de 

(:«~ 2(^33 v>-^ ?i v*4- ?, V 4- ?o)C -+- 7,^'»-+- y,.r' = o, 

avec (les relations qui se déduisent de (3) en faisant a, = o. Ici L, M, N sont do 
degrés 3, 5 et 4i niais les conclusions sont idcnticpies a celles du premier cas 
du n" o. 

8. III. // existe deux solutions triples (y=zo^y = (Xi) et deux solutions 
doubles {y= i,^ = T|). — On a l'intégrale générale (-) avec les relations («S), 

-3y,TJ-+-6(33CiT,-h/,;3,C,T,-^2(3,(:, r= o, 
— 3y, -1-63, H-4;3, -4-23, =0, 

2j3,C, -+-/,3,(:,T,i:r3((:î-2?„C,), 

23, -+-/,3, =3(i-2;3o). 

I/éqnation diflérentielle correspondante, après suppression du facteur 

r'(r — i)(r- T,), 

est de la forme (i), où L, M, N sont des polynômes en y de degrés 2, 4 et 3, 
dont les coefficients sont des fonctions nATio>.\ elles de la constante arbi- 
traire C,, des deux fonctions arbitraires T| et jîoj et de leurs dérivées T',, p'^, 

IV. // existe trois solutions remarquables triples, — Soient j)' = o, y^^i^ 
y=zx) |>our C = o, C = 1 , C = oc. L'inlégrale générale est de la fornie 

(? - (A > »H 3B j' - 3Hj -+^ IJ H- OC f-( A 4- B) v> -- o, 

ol Téqualion différentielle correspondante, après suppression du fadeur 
j'''(y — iV-, est de la forme 

Lr'- — 2^\j' ~t-y(y — i)N -- o, 
où 

I L -9B(A ,-n)[A.v'-f-2B.v-(U-i)J, 

1 M -. (AH -hBA'4-2BB')v — B'(A+B)+(/— i)(AB'— BA')(A>»-i-aBv»-Bj) 

^•" j -4-B(A4-B)[Ay+3B'v(v-i)4-B'], 

' N :--: (AB'- BA')(Ay-r- 3B'v'- 3B':k + B') - B'(A'+ B'). 
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Ici les coefficients sont des polynômes entiers par rapport aux deux Jonc- 
lions arbitraires X etB et leurs dérii^ées premières A' et B'. 

9. ÉguATio^s DE DEGRÉ CINQ. — Noiis avoHS qualrc cas à distinguer, suivant 
le nombre et la multiplicité des solutions remarquables. 

I. Jl existe sept solutions doubles. — Soient o, i, ao, T|, To, Ï3, T^ pour les 
valeurs o, i, oo, C|, C2, C3, C| de la constante C. Dans l'intégrale générale 

les sept coefficients ai, p/, yy sont liés par les dix relations linéaires (t)oir § 7) 



(10) 



(/(T„C,)=:0, /(T„C,)^0, /(T3,C,)r:.0, /(T„C,)=0, /(l,«):z.-o, 

< 

I 9(T„C,)^o, cp(T„Ca) = o, 9(T„C,)=o, ?(T4,C0=o, (p(i,i) = o, 



qui ne seront compatibles que si trois conditions écrites sous forme de détermi- 
nant 



co 



<&.(T„ T„ T„ T4, C„ C„ C„ 0=0, 0^, = o, 0^,= o, 



sont satisfaites, auquel cas les coefficients a,, fi/, vy seront des fonctions ration- 
nelles des T| et Ci liés par les relations algébriques (6), ou encore des fonctions 
algébriques de T|, par exemple, ctdeCi, C2, C3, C4. Après suppression du 

facteur y {y — CX — ^*)(y — ^^^)(y — ^3)(.X — ^^0? l'^q^ation dilTérenlielle 
correspondante est de la forme (1), où L, M, N sont des polynômes en y de 
degrés un, trois et deux, dont les coefficients sont des fonctions ration^fjj.es 
des T|, C|, liés par les relations algébriques (11) et de leurs dérivées. 

II. Il existe une solution triple et cinq solutions doubles. Il suffit dans 
le calcul fait au 1 du § 7 de supposer ai = o, d'où deux relations 



(12) 



^"i(T„T„Ï3.C„C„C,).= o, W^ = o, 



qu'on écrit sous forme de déterminant. On a, par exemple, 



w,^ 



Tî 


2T1 




2C/I\ 


C, 








Tî 


aT, 


C,TÎ 


2CtT, 


C. 








Tî 


2T, 


C,TÎ 


2C3T, 


c. 








I 


2 


I 


2 


I 











Tî 





C.TÎ 


2(:,Ti 


c. 


^M 





Tî 





C,TÎ 


2C,T, 


c. 


^A 





Tî 





C,TÎ 


2C,T, 


c. 


Q 
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On arrive a des conditions analogues à celle du paragraphe précédent, les relo- 
uons algébriques (i^.) étant ici au nombre de deux. 

III. Il existe deux solutions triples et trois solutions doubles. — Il suflil de 
sr reporter au II du § 7 et iVy fiiire Y2 = o. 

IV. Il existe trois solutions triples et une solution double, — Nous avons vu 
(|ue, lorsque l'équation possède les trois solutions triples ^ = o, j' = i ,j' = a> 
j)Our Cz^Oj C = i, C = X), cette équation prenait la forme (1) où L, M, N 
avaient les expressions (q). 

Ecrivons de plus (jue i' = T| est solution double pour C = C|, d'où 

(ï,-"i)'' ïî(T,--i)» ' 

l<»s pol^'uomes L, M, N, après suppression du facteur commun y — ï|, de- 
>icnnent 

M =2 A(Air- n\')y' -t- [A(T, - i)(AB' - HA) 4- BA(A-h B) H-2lJ]j'» 

-^LATi(Tt-^i)(AB'-BA')-hBA'(A-f-B)T, -H2B(Ti-i) 

- B(Air- BA) -h 2 BB'( A -^ B )]/ -h ^^'7^^ (A 4- B), 
N - (AB' - BA') TaV -+-(A'T, -4- 3B')y ^ ^1 -f -^ ( A'+- B'). 



11. — Il n*y a pas d'intégrales singulières. 

Nous pouvons toujours disposer des coefficients de la transformation homogra- 
phique de façon que les courbes y = ^(x), lieux des points de rebroussement 
des inlégrales, qui dans le cas actuel sont au nombre de deux, soient j' = o, 
r =3 I , et que de plus 1* = oo soit solution ordinaire pour C = x». 

m 

Kquatio>s de degrk six. — Dans ces conditions, l'équation difTérenticllc cor- 
respondante est en général de degré six. Les coefficients a/, ^/, dans l'inlégrale 



• # 



•;;enerale 



( 3t5 j-4- a, j + I )C^— 2 ((33 v' 4- ?î7' 4- (3i r 4- ;3o)C + yj/' -f- 7,7'-+- y,/ -H yo = o. 
sont liés par les relations 

/ 2;3,p3-ar/3+3;3î=zo, PÎ4-2(3,p,-a,y,-a,y,-^3(3î = o, 
('3) \ 2;3o;334-2(3,(3,— «jyi — y,a, — y34-(35=:o, (3î = yo, 

Pî -^ 2(3o|3j— a,yo— «lyi — y,^ o, 2po(3i — «lyo— yi = o. 
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résultant de ridentîlé suivante relative aux lieux des points de rebroussement 

et Ton a, pour l'équation difierenlielle correspondanlr, a|)rcs sn[)prcssion du far- 
teur^'(^— i)5, 

- 4[(3?o'-t- 2^,7 4- ?,)/+ ^'3/'-+- >\y'-r- ^,y^y^ 

-H 4 [(2 a,/ H- a,)/' -h a',/* -f- a, y] 
<jui, en tenant compte des relations (i3), est de dc'^'ré six et de la lornie 

Les polynômes L, M, N ont les dévc^loppenienls suivants : 

M = (2a,y -h ai)(y;y'-+- y;7'-+- 7i.>' "+" /o) -^ (^2 v--l- ^;.v)(3'/3 v-h- ■.».•/./ -f- •/,) 

4- 313,(3; (- 5j«4. .',j - 1) - 0,3, v^(.^;7^H- ?;y -y- p\ ) 

- 2(2;3,.v ^ 3,) (3; v»4- ^;7^4- ;3; r -- 3; ), 
y^^^y'iy-^r-r^'.y'-^ ?; r^-:- ^; v -.- ^;)^ 

4- (a;y»4- «; v) (/3.v=» 4- /s j--i- -/i7 4- y\, ), 

où les a/, |3|, y,- sont liés par les relations (i3). 

Eclations de degré cinq. — L'o(|ualion s'abaisse au dej^ré cinr/, s'il exisle une 
solution remarquable double y soit^ z=: oc pour C = x, d'où 

(a, V 4- i)C^-- 2(P3j.= 4- ?, v-^-r- 3, j -r (3, ) C 4- y, vM- y,r'-f- y, v 4- y.,:= o 

avec ridenlité 

(?3r»4- P,/*4- ?, V 4- ;3,)«- (a,7 4- i)(y3 H4- yj v'-H y,.!' -- /o) = r3^v^n.>- •)'. 

Les relations qui en résultent 

2?2+3p3=o, ;3î-i- 2^^,33- a,y3-- 3;3J=:o, 2,3„3i - ^r/»-- yr-o, 
2,3o|33 4-2;3,;53-yîa,- -y3-i-,35=io, ,3j4-2;3„,3j" a,y,--y,=:.o, 35--- y,. 

permettent d'exprimer ^3? Ya>T«>To ^" fonction rationnelle des |io» [^u i^a? ^o, x, 
C. 9 



6() A. CAIIF.N. 

liés par les relations 

(,5) ^p,_^'a. + [3,«î_p,«jy_p',(,+a,)>3zo. 



(>6)j 



y. = |3,(3^o-3?,)+«î(2i3<.|3.-«iPî)-«.Pî-2«,p,i3,-hP«. 
L'équalion dinerenliellc a la forme (i3) avec 

L = 3(3,(2(3, -3p,)j-4j3î. 

M= a, (/, j'+ y'.jK» -h y'.y + y'o) + «', J (3-/,j'» -h a y,j -f- y,) -h 3^,?; (4/ — i) 

- 6P,7»(P'.7 + P'o) - 4i3.7(?;7' + ?',y + (3',) - ap,((3',7» + |3;7»H- i3',7+ (3',). 

Toi Yi, Y2i Ys doivent être remplacés par les expressions (i6), Yo» Y*' ïa) Ta P^*" 
leurs dérivées; les coefficients de l'équation différenlielle sont donc des fonctions 
rationnelles des quantités jS©, ^i, pa, ai liées par la relation algébrique (i5) (et 
de leurs dérivées), ou bien encore si l'on exprime ai algébriquement à Taide de 
?0) Pn ?3> ces coefficients sont des fonctions algébriques des fonctions indé- 
pendantes ^Oî ?i) p3 et de leurs dérivées. 

Equations de degrk quatre. — L'abaissement au Ae^ré quatre peut provenir, 
soit de l'existence de deux solutions remarquables doubles, soit de Texistence 
(ïune solution remarquable triple, 

1. // existe deux solutions doubles, — Soient y = qo et ^ = T pour C = oc 
et C = o. Aux relations (i/J) et (i5), il faut ajouter les relations 

(17) 3^3 ï« -H- 2y,T -h y, = o, yjT^-f- 2-/1Ï -h 3yo= o, 

qui expriment que j'==T est solution double pour C = o. Alors, après suppres- 
sion du nouveau facteur y — T, il reste une équation (i) où 

L^3{33(2?,-3P3), 

M^ (ai/34- 3a;y3- 6^3?; - 4P,l3; - 2(3|(3;)y* 



-«,y;-4-333;3;4-2i3,^;4-T(4; 3,;3; -+- 2 ^,p\ -1213313;- «, /, - y , «; ) ., 



rpj y 



■ N = («,/, + 3(3^- 2(3,(3'. -(3;')7' + ...+ Ç, 

les a/, 3i, Y' élant liés par les relations algébriques (i5), (i6), (17). 
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H. // existe une solution triple. — Solt^ = oo pour C==oc. L'îniégrale 

s écrit 

(?- 2(P3y»-4- (3,j«4- (3,y -h (3o) C -f- yaj'-H y, v»-h y,7 -h y^= o; 

on a, comme précédemment, 

(Ps^ -+- P.y'-^ P,/4- (3o) - 7iy'- y,y'- yiy -yo= ^ly'iy - 0' 

et, en posant po = A, on met Tintégralc générale sous la forme 

C*- 2(8y«— i2j«4-3y-+-A)C4-i6(A-8)y»4-3(3-8A)y4-6A7-t-A» = o 

qui donne lieu à une équation différenlielle qu'on peut écrire successivcmenl, 
après suppression du facteur r'(y — i)^, 

64 X gyiy- (2/ - 1)'/'- 4[247'~ ^4/ -h 3)/-f- A']*=: o, 

9/»-h 6(8y«— 8/ 4- i) Ay -h A'»=: o, 
/ ^ ^/ r 3(— Sy^-hSy - i) 4- 2(2^ - 1) y/^Cy ^ 1 ^ 



CHAPITRE VI. 

FORMATION DES ÉQUATIOxNS DU SIXOND DEGRÉ EN y POUR LESQUELLES 
LE GENRE w DE LA RELATION ENTRE LES CONSTANTES INTÉGRALES EST 
ÉGAL A UN. 



I. — Démonstration de propriétés générales de ces équations. 

1. Je vais établir deux théorèmes relatifs à la forme de l'intégrale générale et 
au rôle des racines du discriminant. 

Théorème I. — Quand le genre w de la relation entre les constantes inté- 
grales est égal à un, Inéquation différentielle se met sous la forme 

H(r,^') , K(r, ^) ^, , 
V/QR ^ sjQW 

oii H et K sont des polynômes en y de degrés respectifs p — 1 et p -\- \ au plus, 
en désignant par ip -\- 1 le degré de QR, et A une fonction arbitraire de x. 

En effet, on sait que, dans les conditions de Ténoncé, l'intégrale générale peut 
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se iTicllre sous la forme 



'^/["v^QTf^^^''^'^^^'"^^ 



où le second membre est une intégrale de différentielle totale exacte. De 
plus, l'intégrale de première espèce (où H est de degré p — i), 



J (j, x)= Ç 



V^QH 



n'a que deux périodes, qui sont des constantes absolues (*), 
Les périodes de J(y, x) étant des constantes, Tinlégrale 



^--^HlimY 



une foncllon algébrique de^', et, par suite, dans la différentiel le totale exacte 

^}ili:tïdv-\'(:i{y,x)dx, 

la fonction G{y^ x) est déterminée à une fonction d'addilion prés X(x), et 
comme -7- ( — ,:^^^ 1 clianj^c de sio^ne avec v^QR, on en déduit immédiatement 

que la fonction G, convenablement choisie, change de signe avec y/QR. 

Posons 

K 



G = 



v/Q"R" 



Gomme K ne peut devenir infini, sans que H le devienne en même temps, 
K. est un polynôme en y; de plus, comme cette dernière remarque s'applique aux 
valeurs infinies de >', il faut que K soit au plus de degré/? -h i. Il en résulte que 
l'équation différentielle prendra bien la forme annoncée. 

2. Théorème II. — Quand le genre w de la relation entre les constantes 
intégrales est égal à un, les racines d'ordre impair du discriminant de 
l'équation du second degré en y\ définissent en général des intégrales sin- 
gulières, ou, dans certains cas exceptionnels^ un lieu de points de rebrousse- 
ment où y est infini. 

En effet, soitj^ =: ^(j;) une racine de Q qu'on peut toujours supposer égale à 



(*) Paixlevé, Leçons de Stockholniy p. 1 16-117. 
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zéro, en changeant j^ eny-\-g(x); supposons que y = o n'annule pas K, on 
pourra, dans le voisinage dey =: o, développer F el G de la façon suivante 

Gzz: -^ [a(x) -+-...] (a^o), 



On en déduira 



F=:-Ltj3(x)+...] (|3^o). 



= — r [«-H...]. 



ce qui est impossible, puisque 

dx dy 
Donc j^ == o annule K, el Téqualion 
(i) H/-hK-+-Xv/QR=o 

étant vérifiée poury = o, j^= o est solution singulière, 

3. Remarque, — Nous avons supposé implicitemenl que H (y, x) ne s'annulait 
pas pour y = g'{x). Si ll{y y x) s'annule pour y = g(^x)j on peut toujours sup- 
poser que g{x)^o et le raisonnement précédent montre que K s'annule pour 
y=zo',y est donc en facteur dans H, K, QK, et figure dans QR nécessairement 
au premier degré. Si donc on forme Téqualion (i), on voit aussitôt que les deux 
valeurs de y' sont infinies pour j^ = o. 



n. — Formation explicite des équations de l'espèce indiquée. 

4. Problème. — Cherchons à former les équations du second degré eny\ 
de degré q donivé en y y telles que n branches de V intégrale se permutent 
autour des points critiques mobiles, et pour lesquelles le genre tjs de ta rela- 
tion entre les constantes intégrales est égal à un. 

Nous nous donnons un nombre pair 2y? -f- 2, degré de S = QR, avec les iné- 
galités 2j9 -H 2 ^27 — /\, p=q — 3, et nous cherchons, parmi les intégrales de 

première espèce, 

ll( y, x)dy ^ 
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toules celles qui se laissent déduire, par une transformation (Vordre ai, d'une 
difTérenlielle elliptique, par exemple de 

dy 



V/(,_yt)(,_^«y') 



u.^ désignant une constante numérique. 
Etant donné le radical 

si nous posons 

M et N étant des polynômes en^ de degré /i, pour qu'une telle égalité définisse 
une correspondance avec un radical de degré 2/? -h 2, il faut el il suffit que 

l'expression 

(M«-N«)(M«-|ui»N*) 

renferme en facteur un carré parfait en j', de degré \n — ip — u, d'où 'in — p — 1 
(*onditions portant sur les 2/1 -h i coefficients inconnus de ç(j^). Donc, une 
fois (JL-^ donné, il reste /? 4- 2 coefficients indéterminés^ à l'aide desquels les 
coefficients de S(^^, x) s'expriment al gébriquement , 

D'autre part, la diflerenlielle abélienne de première espèce 



■=- > 



y/S 

correspondant à la différentielle elliptique 

dy 



et qui est connue, une fois qu'on s'est donné ?(j^), dépend algébriquement de 
/? H- 2 fonctions arbitraires de x et de la constante arbitraire u. 
11 en résulte que la différentielle totale exacte 



v/s 



a-) 



où X est une fonction arbitraire de x^ dépend algébriquement de /> -f- 3 fonc- 
tions arbitraires. 

o. Le degré de l'équation différentielle, mise sous forme entière 

H'/' + 2 HK^' + K' - X' S = o, 
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étant np -4- 2, pour qu'il se réduise à q^ il faut et 11 suffit que les deux polynômes 

Il et K»-X«S 

aient un facteur commun de degré 2/> -f- 2 — q\ et comme H est de degré p — i, 
il en résulte que, pour une correspondance avec un radical de genre p^ le degré q 
est au plus égal à 2/? -f- 2 et au moins égal à /> 4- 3. 

Supposons d'abord que H et K n'aient aucun facteur commun, alors tout fac- 
teur commun à H et K^ — X*S est une solution remarquable de l'équation diffé- 
rentielle, c'est-à-dire qu'il annule les coefficients de dy et dx dans la différen- 
tielle totale 

De plus, siy = g{x) est un zéro d'ordre a commun à H et K^ — X^S, j^ = g{x) 
est un zéro d'ordre a -j- i de l'égalité 

Co étant une constante convenable. 

Donc, dans ce cas, pour qu'il y ait abaissement du degré de l'équation (1), il 
faut qu'il y ait des solutions remarquables, et le degré q de l'équation (i) est lié 
au degré 2/? -I-2 du radical Set au nombre p des solutions remarquables de multi- 
plicité a^, par la relation 

s = p 

7 = 2/?-f-2— ^(a, — i). 

Toutes ces propositions s'établissent par le même procédé que celui que nous 
avons employé au Chapitre 111. 11 suffit de répéter presque identiquement les 
mêmes raisonnements. 

Mais dans le cas où H et S ont s solutions communes, ces s solutions ne sont 
pas, en général, intégrales remarquables de l'équation, et, pourtant, d'après une 
remarque faite plus haut, leur présence abaisse de s unités le degré de l'équa- 
tion. 

Il est clair qu'on aura la solution la plus générale en supposant que l'abais- 
sement provient uniquement de l'existence de solutions remarquables d'ordre 
deux. Car on aura ainsi autant de conditions qu'il y a de degrés dans l'abaisse- 
ment, chacune de ces conditions introduisant une constante arbitraire. 

De plus, dans ce cas, comme il n'y a pas de lieu de points de rebroussement^ 
Q ^ I et, par suite, S ^ R ; on aura de cette façon 2/? -+- 2 — q relations de la 
forme 

(S) Cpz:iJ(7p, x). 
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^p élanl une racine de H(y^ x) = o {q^p -h 3). On trouve ainsi 2 /> -+- a — q 
constantes arbitraires. 

iy. En définitive, n cl q étant donnés, pour avoir les équations (1) les plus gé^ 
nérales correspondant au cas de ni = i, on prendra successivement tous les sys- 
tèmes d'entiers positifs i, p satisfaisant à la relation 

(2) 2q — ^=z'2i-{- 2p -h 2 ou q =zi -hp-h 3, 

Soit /, p un de ces systèmes, les équations (i) correspondantes dépendront de 

/? 4- 3— (2/? H- 2 — 7) =17 -h 2 —p — I = I H-4 

fonctions arbitraires et de 2/? 4- 2 — q constantes arbitraires. 

Il y aura autant de types d'équations (i) qu'il y a de modes de décomposition du 
nombre q — 3 en une somme de deux entiers positifs i et/?. 

111. — Résolution rapide des objections qu'on peut faire a la théorie 

précédente. 

7. Nous avons dit que l'intégrale / l et la transformation de passage 

v = 'f (y) = \u^\ dépendaient algébriquement de /? -f- 2 fonctions arbitraires, 

et nous avons admis implicitement que, dans le cas le plus général, H a ses ra- 
cines simples f que II et R n'ont pas de facteur commun et enfin que les condi- 
tions (S) étaient compatibles et déterminées. 
Examinons successivement ces diflerents points. 

8.. Objfxtions I ET II. — Le polynôme H a toutes ses racines simples et les 

m 

deux polynômes H et R n'ont pas de facteurs communs. 

Voici une démonstration rapide de ce fait qui rentre dans l'étude de la réduc- 
tion des intégrales hyperelliptiques. 

Si nous laissons arbitraire le degré n de la transformation, il faut et il suffit 
cjue les premiers membres des relations (a), 

H dy 



(^) Wr.(x) V^ 



r'-Hdj 

•^r.ur) vR 



n a 

3- = //ijCOi -h /liWj, 



L 






V/R 
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OÙ mi, /?!, ^2, /?2, ..., m-ip^ ff'2p sont des nombres rationnels quelconques, 
soient des fonctions indépendantes de 3/? -f- 2 coefficients distincts. 

Pour X = Xoj choisissons arbitrairement les valeurs de ces coefficients et, par 
suite, des seconds membres, et soient ol^^ a2, . . ., a2p les valeurs des seconds 
membres. Nous pouvons toujours disposer des nombres rationnels //ly, n^ de 
façon que les quantités //*| coi 4- /?| 0)2, /n2CL)| -f- //2^2î • • • <• /Wa/^^i -*- '*2/>W2 dif- 
fèrent aussi peu que Ton veut de ai, a2, . . . , cL2p. 

Donc, pour x = Xq et pour ces valeurs des my, /ia, les conditions (a) sont vé- 
rifiées par un choix des coefficients de H et R aussi voisins que l'on veut des 
valeurs initiales choisies arbitrairement ; et, par conséquent, pour x = Xo, H 
et R satisfaisant aux conditions (a) ont des racines simples et n*ont pas de 
racines communes, a fortiori pour x quelconque (sauf pour des valeurs excep- 
tionnelles de x). 

9. Objection III. — Les relations (S) sont compatibles et déterminées. 

Pour écrire qu'il existe 2/? -|- 2 — q solutions remarquables d'ordre deuXj 
\\ suffit d'exprimer que pour les 2/? -f- 2 — q fonctions distinctes ri(^), 

Ci =J(/,,.r) =J,(j:'), 

,<.. ; C2 =J(j5,^) ~i^{x), 

(•, : ■_■ 

Les ii{x) sont des fonctions transcendantes de y? -f- 3 fonctions arbitraires 
de X. 

Si les relations (S) ne sont pas compatibles et déterminées, c'est qu'un des 
seconds membres de (S), par exemple le dernier, est identiquement fonction 
des autres, autrement dit que les 2/? -f- 2 — q — 1 premières racines de H ne 
peuvent donner à J(^, x) de valeur constante, sans qu'il en soit de même de la 
racine suivante, et, par suite, de toutes les autres par raison de svmétrie. Alors 
le degré irréductible de l'équation est nécessairement égal à /? 4- 3. 

D'autre part, l'équation différentielle primitive de degré 2p -\- 1 s'écrivant 

et son intégrale générale étant de la forme 



^fy = ^n[/^'^"^''"^^]' 



on voit que si l'on écrit cju'une racine de R = o est une intégrale ordinaire, 
C. 10 
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A = o, et, par suite, réquation se réduit à 

, K 

r 4- V, = o. 
Il 

C'est une équation de Riccati, qui dépendrait ici d'au moins quatre fonctions 
arbitraires. Il y a donc contradiction et, par suite, les conditions imposées sont 
compatibles et déterminées. 

10. Objfxtio?* IV. — Le DEGRÉ de l'équation différentielle correspondant 
à r intégrale précédente est bien y en général^ égal à <jr, et non moindre que q. 

Kn eflet, s'il s'abaissait, c'est qu'il existerait d'autres solutions remarquables, 
car, ])Our x = j^o, les constantes C étant quelconques, H et R n'ont pas de solu- 
tion commune en j'; il n'existe donc pas de fonction y =^ ffi^) î^nnulant identi- 
quement H et R. 

Il suit de là que, si les '2p -{- :>. — q conditions (S) entraînent comme consé- 
(juence qu'une nouvelle racine de II est solution remarquable, il en est de même 
de toutes les autres racines de H, et le raisonnement s'acbève comme dans le 
cas de nr = o. (Chapitre III, § 8.) 



Objection V. — L'équation en y' est bien ikhéductible, du second degré et 
de s^enre />5 i , Autrement la différentielle abélienne — :£r- s'exprimerait ration- 

nellement à l'aide d'une constante d'intégration, ce qui est absurde. 

Objectioi* VI. — L' intégrale a bien exactement // ^KXfiCHEs permutables 
autour des points critiques mobiles, et non un nombre moindre. 

En effet, supposons que le nombre de branches, au lieu d'être n, s'abaisse 
à n'(n' <C n), en supposant n'^i. 

Le raisonnement fait dans le cas de ni = o montre alors que les constantes 
remarquables ne seraient pas distinctes, ce qui est contre l'hjpothèse. 

D'autre part, si /i'= i , l'équation est nécessairement de degré q =z ^ et toutes 
les racines du discriminant sont des intégrales singulières. 

Si donc on excepte ce cas de q = 4i ^' = 4? ^^ est certain que n est bien le 
nombre des branches de^^(^-) permutables autour des points critiques mobiles. 

Si, au contraire, 5r = 4> ^= 4> l'intégrale obtenue plus haut se réduira à une 
intégrale -d points critiques fixes, quel que soit l'entier n. 

11. Nous arrivons donc aux conclusions suivantes : 

(Conclusion. — Si, dans Tintégrale que nous avons appris à former, on donne 
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aux constantes des valeurs arbitraires distinctes, et si Ton remplace les fonctions 
par des fonctions arbitraires quelconques, rinléj:;rale ainsi définie vérifie une 
équation différentielle du second degré en y\ de genre p^u, prend exac- 
tement n valeurs autour des points critiques mobiles et correspond au c(fs 
de Tîj = 1 . 

L'équation différentielle correspondante est de degré q > \, dépend 
de i -^ ^ fonctions arbitraires et de i>./> -H i>. — q constantes arbitraires^ en 
comptant la constante (jl; car on peut toujours supposer qu\ine des constantes 
remarquables est o, en observant qu'on peut toujours effectuer sur C une trans- 
formation algébrique A(t\iQnA'à\\V d'une arbitraire et d'une seule, et (jui conserve 
la courbe 

(:* = (i — c')(i — fjL*c*). 

Remarquons enfin que si /? = i , comme 77 est égal aussi à un, ré(|uation a 
nécessairement ses points critiques fixes et, par suite, q =. /{, /»== i\. 

Inversement, si /y = 4, p est nécessairement égal à un (à moins qu'il ne soit 
nul, auquel cas ct serait nul également) l'équation a encore ses points critiques 
Jixes, et R est égal à 4« 

Nous voyons donc (|ue, si Ton prend y = /îi le cas de 73=1 ne peut se pré- 
senter que si /i = I . Si, au contraire, q >► /\^ on formera une infinité d'équations 
correspondant à ni = 1 , // étant quelconque et plus grand que un, et ces équa- 
tions dépendront, comme nous l'avons dit, de I-+-4 fonctions arbitraires et 
2/> 4-2 — q constantes arbitraires. 

Si toutefois 2/> -f- 2 — // = o, on aura une seule constante arbitraire, la con- 



stante u. 



IV. — Comparaison avec la forme aC* — 2|3C-+- y = o de l*intégralk 

(iÉNÊRALE. 

12. Revenons maintenant à la forme 
(4) aC*— 2[3C-hy=:c> 

de l'intégrale générale, où a, [iJ, y sont de degré n en y. 

Dans le cas de isr = 1 , /i est toujours pair, soit n = 2V. Cherclions donc, q étant 
donné, ainsi que n pair et égal à 2v, parmi les équations (4) la généralité de 
celles qui correspondent ^/ ni = i . 

Tout d'abord ces dernières équations ne peuvent se rencontrer que dans la 
classe qui correspond ày = o et, par suite, à A* pair, soit A== 2/> -H 2. Nous savons 
que les équations (4) de cette classe dépendent de i ^ 4 fonctions arbitraires 
et 2/1 — q-\'k=2n-\-q — 4 — '^i constantes arbitraires, qu'il faut diminuer 
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de 3 si ce dernier nombre est supérieur à 3, et remplacer par o dans le cas 
contraire. 

Nous venons de voir, d'autre part, que y étant donné, ainsi que /?, le cas de 
TîT = I nous a conduit à une forme d'équation dilTérentielle, dépendant de «4- 4 
fonctions arbitraires et 2/? + 3 — ry constantes arbitraires. 

Nous avons donc, dans le premier cas, 2/1 — y-hA* — 3 — (2/? 4-2 — ^H-i) 
constantes de plus que dans le cas de gi=i, c'est-à-dire, comme k =. ip-\- 2.. 
An — 4 constantes de plus. 

On voit donc que, pour la solution générale, on a 73 = 0, comme nous le 
savions, et, pour que rs soit égal à un, il faut que les constantes arbitraires, qui 
figurent dans chaque solution correspondant ày=ro, soient liées par 2/î — 4 
conditions. 2/1 — 4 > o? à moins que /?, qui est pair, ne soit égal à 2. 

Si /i = 2, on trouve le môme nombre de constantes qu'en supposant nj = 1 . 
C'est le cas qui correspond aux équations à points critiques fixes; on a, en 
effet, ^ = 4 avec quatre solutions singulières. 

12. Étudions de plus près la nature des ^n — 4 relations dont nous venons de 
])arler, en formant directement l'équation (4) correspondant à une relation de 
genre un. 

L'intégrale générale, en remplaçant snC par C et sn[fXa:)d.] par - X, 

prend la forme 



ou 



_ MN v/(i - X*)(i - {a'X»)-4- X v/(N'- M')(iN»- jjL'M») 



(N«-~|jL»M''X«)C«-2v/(i-X«)(i-fx«X»)MNC-hN»-M*X*i=o; 



on a donc 



a = N»~fjL«M*X«, 



(3 =: MNV(i - X»)(ï - fx*XM', 



Formons l'équation différentielle correspondante 



lA ^y ày]-- dx ' ôx ] 



dx ôx 






= o 
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On a (en posant X'= -7- j 

2\ àx ' dx ) 

= MN(N^-M^)(.-fx»X»)-XX'(N'-fx'M') 



du) 



ôx ^ dx 



= v'(i-X«)(i-fx»X«) (n ^ - m ^ j ( M* + fx' N' X« 

v/(i-X«)(,-f*'X') 



H- v/'(i — X»)(i-fji»X>) MX 2 fx» M» XX ' 

= V/(.-X»)(.-fx'XM(N^-M^)(M' + fx«N'X') 

H-XMNX[(N'-fx»M'X')(2/jL'X'— i-fx') + (i-X«)(i-|ji«X»)3pi'M'], 






De même 









«f-PS^^'^""~^'^^^'^^^K^^-''f)^'''"'^''"^'^- 



P|-^f = ('^f->'f)(^''-^-'^^H'ir^^"^ 



)(!-- F'X'). 
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On obtient ainsi l'équation difTcrentiellc 

() = X'[iM-(i-fi'X=) + N'(X'-')][iJ^*('-X»)M»-t-(fx«X'-i)N'] 

Le facteur indépendant dev'' peut s'écrire 

Il résulte de ce calcul que -f- i , — », H — > sont des valeurs remar- 

quables de la constante, rendant carré parfait le premier membre de l'équa 
lion (4), et donnant lieu, par conséquent, à un abaissement total de degré \n 
L'équation différentielle correspondante, de degré 4/i au plus, 



L\ ^y ^y ) ^^' <^^^ j 



n'esl autre que Téquation formée au début de ce Chapitre et pour laquelle 



(l-\*)(l-|UL«X*) 



liL Ces conditions, qui sont nécessaires pour que za soit égal à un, sonl suj/i- 
santés en général, c'est-à-dire, pourvu qu'aucune des intégrales remarquables 

correspondant aux valeurs — i, -f- i , H — > de la constante n'annule en 

uiéme temps le discriminant p- — ay. 
Kn effet, considérons l'expression 



p = V^(i-C«)(r-^M?), 

et, supposons qu'on y remplace C en fonction dey, c'est-à-dire, si l'on veut, C 
(Ml fonction rationnelle de y', y (x figurant comme paramètre). 

Je dis que le radical ainsi formé est une fonction rationnelle de y, y. 

S'il en était autrement, c'est que p, considéré comme fonction de y, admettrait 
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un point critique y =^ g{^)t ^el que, pourj^ = ^, C fût égal à zb 1 ou rb - » soit, 

par exemple, C = i . 

Posons C — i = C; Téquation entre G' et^ étant carré parfait pour C'= o, on 
peut l'écrire sous la forme 

a,(7«-cî?,(y-+-(/-^-)*-/î=o [y.(^)^o], 

?i(y>'^) ^^ s'annule pas pour ^v = ^(o:), sans quoi la solution remarquahir 
y=zg(^x) annulerait en même temps le discriminant p- — ay de l'équation 

a (? — 2 13 (] H- y 1= o. 

Dans le voisinage de j^ = ^, la racine C, qui s'annule avec j^ — *^^ est de la 
forme 

et, par suite, 

P = (y — À')'B-H..., 

B étant holomorplie dans le voisinage de yz= g, 

p est donc rationnel en (y, y')\ le genre de la relation entre les constantes in- 
tégrales est donc au moins égal à un, et, comme il ne peut dépasser un, il est 

EXACTEMENT ÉGAL à r>. 



V. — Formation explicite des équatioxs a delx branches (cj==i). 

1 i. Partons de la difTérenlielle elliptique 

du 



On peut toujours, moj'cnnant une transformation Iiomographique effectuée 
sur y, admettre que la transformation d^ ordre deux est de la forme 

Ay*+B 

Nous avons deux cas à distinguer, suivant que l'équation différentielle possède 
huit ou six intégrales singulières, 

I. Il Y A HLiT i>TÉGR\LES SINGULIÈRES. — Lcs équatious Correspondantes 
sont de degrés 8, 7 ou G. 

I® Equations de degré huit. — Les fonctions A, B et a étant arbitraires. 
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Téqualion diflTércnlielle de degré 8 a pour intégrale générale 

OU encore, si l'on fait le changement simultané de fonction et de constantes 

snC = C', sn / >.(j7)rfjr = — X, 



(2) 

d*où 



A > - -h n __ Xv /(i — C')(i - fx'C') -h c V(i - X')(i - fx'x*-) 

7*4-1 ~ i-fjL«XMy* 



(3) [2(A - D )//'-+- (7^4- i)(A7«-+- B')]« 

= X«[(7«-hi)*-(Aj*4-D)»][(7«4-ir-|UL«(A7«4-Dn, 



ou 



(3)' 4(A-D)VV*H-4(A-D)7(7»-4-i);(A'/«4-D')/4-... = o. 

On obtiendra l'équation la plus générale de degré 8, en remplaçant y par 

-rrz 7^> OÙ A, /il, A'i sont des fonctions arbitraires de x, et les coefficients de 

ce//e équation seront ainsi exprimés rationnellement à V aide de six fonctions 
arbitraires de jc, et de leurs dérivées, 

1^ Équations de degré sept. — Écrivons quc^ = oo (qui est une des racines 
du coefficient de j^'^ dans l'équation précédente) est solution remarquable, pour 
(] = o, d'où 

(1) n = snr r>(x)lz=X. 

Dans Téquation (3) le terme indépendant de j^ s'abaisse au septième degré, 
et Téquation diflerenlielle devient 

[.UA-H)j/-^(j»-Hi)(A>«-hB')P 

= -r== ^ [(^»4-,)e^(Aj*+B)'][(7*-4-i)^-fx'(Ay'4-B)*], 

V(i — B')(i — |jl'B') 

et se réduit au degré sept. 

3" Equations de degré six. — Écrivons, en outre, que ^ = o est solution 
remarquable pour la valeur C| de C (où C, de C'= snC), d'où 



(5) A = sn[/>.(x) d. + c] = Jlvj'jzCTHi^f^C^^ C.s/(' -B')(. -££) 
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LVquation devient alors 

(6) 4(A-B)V/'4-4(A-B)(j«4-i)(A'7'-^B')/4-7(ay^-i-P7'4-...) = o, 

a, p, . . . étant des coefficients dont je n'écris pas les expressions développées et 
qui contiennent rationnellement A, B et leurs dérivées A', B'; A doit être rem- 
placé, en fonction de B, au moyen de la relation (5). Lorsque, dans (6), on remplace j^ 

par -TT? 77^> A, /i|, k étant des fonctions quelconques de x^ on obtient l'équa- 

tion la plus générale de degré six avec huit intégrales singulières. Elle con- 
tient rationnellement les trois fonctions arbitraires A, A|, Ar et algébrique- 
ment la fonction arbitraire B et la constante arbitraire C| . 

II. Il y a six intégrales singulières. — Les équations difTérenli elles cor- 
respondantes sont de degrés 6 et 5. 

1® Équations de degré six, — Dans ces conditions, l'expression 

[{y+ 0*~ (A/'-4- B)P[(^«+ 1)«- jx«(A7'-+- B)'] 
contient, en facteur, le ciUÉg^une fonction linéaire, d'où 

(i-A=)(i-^*)(i-B»)(i-B--|UL«) = o. 

Soit, par exemple, B = -f- i • 
L'équation différentielle devient 

[2(A~i)/+(7»4-i)A'P->.«(i-A)[j>(i4-A)-+-2(i-A)][(y*-^i)«--^»(Aj^-+-i)^], 

et l'équation la plus générale de cette espèce contient rationnellement les deux 
fonctions arbitraires A, X, les trois fonctions arbitraires A, A,, k de la transfor- 
mation homographique, et les dérivées A', A', A^, k'. 

2** Equations de degré cinq, — Ecrivons que^ = oo est solution remarquable 
pour G = o, d'où 

A :=sn / X(a:) dx , 

A' 

v/(i-A*)(i~fx»A^) 
4(A-i)/^+4(A'-i)j(y»-+-i)/-i-... = o. 

L'équation la plus générale, où l'on a remplacé y par sa transformée homo- 
graphique, contient rationnellement les trois fonctions A, Ai, A, leurs dérivées 
premières et contient algébriquement A et A'. 



c. 



1 1 
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CHAPITRE VIL 

ÉQUATIONS A COEFFICIENTS ALGÉBRIQUES. - ÉQUATION ADMETTANT 

UN FACTEUR INTÉGRANT ALGÉBRIQUE. 



r 

I. — Equations a coefficients algébriques. 

1. Dans le cas où la relation entre les constantes intégrales est de genre 
zéro, l'équation 

(3) I-/''- 2M/-+-N=rO 

se ramène à une équation de Biccati 

(4) ^ = H«' + K« + P, 

au moyen de la transformation 

(5) ai//* — 2j3,// 4- •/, = o, 

a^, Pi, yi étant des polynômes de degré n en y^ dont les coefficients, ainsi que L, 
M, N, sont des fonctions algébriques des coefficients de (3) el, par suite, des 
fonctions algébriques, si les coefficients de (3) sont algébriques. 

Soit donc à déterminer explicitement toutes les équations (3) de degré q 
DOKwé en y, et à coefficients algébriques dont ^intégrale générale ne prend 

qu^un nombre donné // de valeurs ln^j\ autour des points critiques mobiles, 

2. Nous devons distinguer quatre cas, suivant que le nombre de valeurs re- 
marquables de la constante est au moins égal à 3, égal à 2, i ou o. 

1" Il y a au moins trois constantes. — L'équation de Riccati (4), ayant trois 

intégrales particulières algébriques, a son intégrale générale algébrique et, par 

suite, dans 

3t(7 — 2j3C H- y = 0, 

les coefficients sont eux-mêmes algébriques. Il suffira donc, dans le problème 
général résolu au Chapitre III, d'astreindre les / -+- 4 fonctions arbitraires à être 
algébriques; l'intégrale générale de l'équation (3) est alors elle-même algébrique, 

.4° Il y a deux constantes remarquables, — On peut toujours admettre que 
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ces valeurs remarquables sonl o et oo, et que Téquation (4) se réduit à 

du -, 
-=- —Ku, 
dx 

On a la relation 

q — k-^l^-^ /„ 

k désignant le nombre des intégrales singulières, /|, l^ le nombre d'intégrales 
distinctes y ^= g{x) pour C=oetC = 30. 
L'intégrale générale a pour expression 



OL 



C«-2[3(:H-y=:0, 



avec 



par suite 

(6) (3;^ar/, = î5---ay = n»Q»R, 



avec 



y\ = ^(y — ë^\y^(y — gtY'" 'iy — gi Y^ 



Les nombres 

^\9 ^1> •••» ^tl ^t+\9 ^/+1> •••> ^7+1 

sont deux systèmes d'entiers quelconques positifs vérifiant la condition 

de plus, M, /«, giy g'i. . .., gt^ gt^\^ •••» gq-ft ^^ ^^s coefficients de p sont des 
fonctions algébriques. Les coefficients de n, Q, R sont donc eux-mêmes des 
fonctions algébriques, d'après (6). 

On pourra exprimer, par exemple, que le polynôme de degré 2/1 

(3«_n*Q'R 
admet q — k racines g^ de multiplicités e^ 62, . . ., e^, ^f+n • • •, ^1_a> ^'^" 

conditions algébriques qui réduisent à 

(ûT — A: + i)+ l 

^ ' 2 

le nombre des coefficients arbitraires. Les fonctions g s'expriment algébrique- 
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ment, àTaide de ces coefficients arbitraires; et, si Ton désigne par M une fonction 
algébrique quelconque, on pourra poser 

y — he-S^^'(y _ ^^)e, . . . (^ _ g^y,^ 
et l'équation correspondante dépendra de 

£ 4- 4 = (^ — ^ -H 2) H- - ^"^ 

fondions algébriques arbitraires. 

Si j >> A", on pourra prendre comme fonctions algébriques arbitraires Jes 

q — A -h 2 fonctions g^ M, A et ^^^ des coefficients de Q, R par exemple, et 

les coefficients restants s'exprimeront algébriquement à l'aide de ceux-là et de 
leurs dérivées. 

3*^ Il y a une seule valeur remarquable. — Soit C = oo. L'équation de 
Riccati ramène alors à une équation linéaire; soit 

-^ =Km -h P. 

dx 

De plus 

<7 = / H- « -h A-, 

/ désignant le nombre de racines distinctes cn^ de a = o. On a 



Ici 



u = Ç.f + 9, (/= eS<^'", 9 =ffj dx^ 



«^«. p = êLiii^, y^y.-^P^y + «.y\ 



et par suite 

P«-ay = PJ-a,yi = n«Q»R. 

On exprimera que le polynôme de degré 2/1 

j3} — n«Q»R 

admet que 5^ — k — n = l racines distinctes ga g-jy • • • » g"/ de multiplicités 

ei, «2, ..., e/ (e, -f- e,4-. . .4- ^/= /i); 
on posera 



I 

\ 
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et les ëqualions cherchées s'obtiendront en remplaçant dans 

a, U' — 2j3 M -H yi =r o, 
u par 

K et P étant algébriques. 

On prendra comme fonctions algébriques ^, , ^2, . . . , ^/, K, P et n H — ^ 

autres fonctions parmi les coefficients de Q, R, et les autres coefficients s'expri- 
meront algébriquement à l'aide des précédents et de leurs dérivées. 

4** // n'y a pas de valeur rema^^quable. — La formule fondamentale se ré- 
duit à 

q z=iin -{- k. 
Soit 



l'intégrale générale de l'équation de Riccati (/{), on a 

Les coefficients de n, Q, R sont ies fonctions algébriques. On décomposera 
le polynôme 

dont les m -\- j -\- k -\- n -\- 1 coefficients sont algébriques, en un produit de 
deux facteurs a,, y* de degrés /?, dont les coefficients sont des fonctions algé- 
briques des m 4-y -f- A -f- ^4- a fonctions algébriques précédentes, et l'on rem- 
placera dans l'équation 
I a, w' — 2 j3i u -f- y, =: o 

ainsi obtenue, u par l'intégrale générale de (4), où H, K, P sont algébriques. 

3. Dans les trois derniers cas que nous venons d'examiner, le nombre des 
valeurs remarquables étant inférieur à 3, l'intégrale générale est transcendante, 
quand on prend au hasard les fonctions algébriques, coefficients de V équation 
de Riccati (4). 

Ainsi, dans le cas où il y a deux valeurs remarquables, pour que l'intégrale 

soit transcendante, il faut que la fonction u{x)^ définie par — = K(j?), ne soit 
pas algébrique, ce qui a lieu si K(^) e§t pris au hasard. 

4. Proposons-nous maintenant le problème suivant : 
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Former toutes les équations (3) de degré q donné, non intégrables algébri- 
gi'EMEïST, dont ^intégrale générale est une fonction qui ne prend quun 
nombre Jî ni (nov donné) de valeurs autour des points critiques mobiles. 

Ici le nombre des valeurs remarquables de la constante est nécessairement 

inférieur à trois. 

I^a relation 

q =z2Fi -^ A — X 

montre que n satisfait aux conditions 

4 = - 2 

1" // n'y a pas de constante remarquable. — Dans ce cas il n'y a pas de 
solutions remarquables; par suite X = o, et n est limité par les conditions 

on est donc ramené au problème suivant, déjà résolu : 

Former toutes les équations de degré q (y ^4)? possédant q — a/ij inté- 
grales SINGULIÈRES ct dont Vintégralc prend n^ valeurs autour des points 
critiques mobiles, n< étant l'un quelconque des entiers vérifiant la condi- 
tion (7). 

Par exemple, dans le cas de ^==6, on voit immédiatement que /i| ne peut 

prendre que les valeurs â et 3, et Ton est ramené, par suite, aux deux problèmes 

suivants : 

/ï = 2, A- = 2, j = o, 

n = 3, k — o, j = 2, 

que nous traitons, d^ailleurs, tout au long dans nos applications (Chap. IV et V). 

1^ Il y a une seule valeur remarquable. — Soit C = oc. Considérons un 
système quelconque d'entiers positifs /«, ni, A'i satisfaisant à Tégalité 

<7 = /i -h /il -+- A|. 

Le problème revient à former les équations de degré q possédant q — l^ — n^ 
solutions SINGULIÈRES, ct dont V intégrale a n^ branches. 
Posons 

avec 

ûfi -+- aj 4- . . . 4- ei/j = /i 1 . 

On obtiendra toutes les équations correspondant à ce choix particulier d'en- 
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tiers, en donnant aux entiers ^i, a^, . . ., a/^ toutes les valeurs positives possibles 
vérifiant l'égalité précédente; on obtiendra ensuite toutes les équations possibles 
correspondant à ce cas, en épuisant les systèmes d'entiers /|, /?|, A| en nombre 
yî/ii vérifiant l'égalité 

Dans riiypothèse où la constante remarquable C = oc correspond à nne seule 
solution remarquable d'ordre deux, l'égalité précédente se réduit à 

q z=L 2 /i , -h /••, — •>. si /i j >► 2 

et 

<y zz: 4 -h A 1 — I si // , ~ 2 ( X , ^ 4 )• 

Par exemple, si y = 6, on se trouvera dans l'un des trois cas suivants : 

71 = 3, ^=1, A =r 2, / = o, /;; = î, 

il—i, / — I, y=i, m — '}., 

I i =z 2, /• = O, y =n o, //<z=il. 

3® Il y a deux valeurs remarquables, — On ne peut plus déterminer d'avance 
de limite supérieure de /?, sauf dans le cas que nous allons considérer tout 
d'abord, où, à chaque valeur remarquable de la constante, correspond une seule 
solution remarquable d'ordre deux. Dans ce cas, de la relation 

q zzzin -\- k — 2 
on déduit 



7 -f- 2 . . 7 -+- 2 

-^ — ; " _ - — » 
♦ 2 



et l'on est ramené à un xïomhvejini de problèmes connus. 

Dans le cas où les solutions remarquables sont en nombre quelconque et de 
multiplicités quelconques, n peut prendre des valeurs aussi grandes qu'on veut. 
Il suffit de se reporter à ce que nous avons dit pour les équations à coejficients 
algébriques, quand il y dideux valeurs remarquables de la constante, pour avoir 
une solution quelconque du problème. 

3. Enfin, il est bien évident que nous venons de résoudre en même temps le 
problème suivant : 

Former toutes les équations de degré q donné, à coejjicients algébuiquks, 
dont r intégrale est une fonction transcendante qui ne prend quun nombre 
fini (non donné) de valeurs autour des points critiques mobiles. 
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II. — Equations algébriques ex /', > , 

Ly*-2M/4-N=o, 

DONT l'intégrale GÉNÉRALE EST DE LA FORME 

a C* — 2 [3 C 4- y — o, 

a, (3, y ÉTANT DES PRODUITS DR LA FORME 
Xi, X,, . .., X;t ÉTANT DES CONSTANTES NUMÉRIQUES DONNÉES. 

6. On peut toujours supposer que Ton a divisé le premier membre par a et, 
par suite, que a ^ i ; soit donc l'intégrale générale 

L'expression 

peut s'écrire 

H(/,7,^)(c^r— /û?x), 

où H est une fonction rationnelle de j/-', y^ puisque l'équation différentielle 
dont (i) représente l'intégrale générale est algébrique eny^y. 

De plus, la fonction algébriquel^{y^yj x)^ H (y, ar), qui possède les m' pôles 
gi{x), g2{^)^ ' • -y ffm'{^)j est racine d'une équation du second degré, dont les 
coefficients sont des polynômes de degré m' en y. 

Formons cette équation. Posons 

S est un multiplicateur de dy — y dx. 

De plus, en différentiant par rapport ky, on obtient 

d'où les deux équations 

C*— 2(3C-t y — o, 



:*-(ps 



^// ^/ 
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Par suite, S est racine de réquation 

(,s-|y-(,s-,|)[.,s.,(,|-,|)]=,., 

OU 

(|ui, résolue en S, peut s'écrire 

I <)y , y ày ^ ôv 



S 



y àf 



\A^ 



Pour que S soit algébrique, il faut et il suffit que ^ soit rationnel en }\ c'osl- 

à-dire que si y=f[x) figure dans y à la puissance X et dans P à la puissance jjl, 
la différence 2[jl — X soit un entier positif ou négatif; en sorte que l'on \oil 
immédiatement que l'intégrale sera de la forme 

C,==(7~o-,)^...(7-é'/i)^''(A + Bv/H), 

A|, Xa, . é . , X„ étant des constantes numériques et A, B, H des polynômes en )*. 
Si A est de degré/? -+- i, l'emploi de la transformation homograpliique monire 
que l'on peut toujours supposer 

^1 H- Xj H- . . . -+- ).„ -f- /> 4- I = o. 

7. Inversement, si Von se propose déformer toutes les équations de ni:r.ui': q 
en jTj du second degré en y y dont l'intégrale générale est de la forme (2), 
oii X|, X2, . . . , X„ sont des constantes numériques doxm'ies, on remarquera que 

ces équations admettent un multiplicateur rationnel en^, y/H de la forme 



7-^1 Y-gn A -h B v'TÎ 

On peut toujours yérlfiev algébriquement si une telle équation admet un mu/- 
tiplicateur algébrique de cette forme, où n et p sont donnés, 

*S'/7 en existe au moins deux, leur quotient est une intégrale première d<* 
l'équation différentielle et, par suite, Fintégrale générale acquiert un nombre 
FI3II de valeurs autour des points critiques mobiles. C'est le cas que nous aNons 
étudié dans les Chapitres précédenls. 

Pour se trouver dans le cas où l'intégrale générale est de la forme (.>.), n\t\\^ 

C. 12 



143156 
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.n'est pas réductible a la forme RATiONKELLE, il faul qu'il n'y ait quun seul 
miilliplicaleiir, et, par suite, toutes les formes (2) de rinlégrale s'obtiendront en 
remplaçant C par /C*, / et 6 désignant des constantes numériques. 

8. Donnons seulement une idée rapide du problème actuel, qui se traite abso- 
lument de la même façon que les problèmes précédents. Supposons B^i pour 
simplifier les calculs. 

IJéqualion différentielle correspondante est 



^i ^'1 , ^y àv dy 






7-^'i y-h'n 2(A*-H) 2v/H(A« — H) 

>.iA^ >v/i^« \ . ' du- dx ôx ÔY 

"T~ r7"i mn — H" — ;:::=: — O. 



y — 



.•Ç'i " y-gnl '^.(A*— H) 2v/H(A*~H) 



Mise sous forme entière, elle esl de degré 4/> -+- '^1^ -hi* 

Pour qu'elfe s'abaisse au degré y, il faut que ^p-\-in-{-.\ — q racines de 
l'équalion 

F n^ I ^'1 ^/i dy dy 1 _^ ôy^ dv^ _ 

^^\^y-^^.^"'^ y-^n'^ 2(A^^rîï7"J /jH(A*-H) -""' 

soient intégrales de (1), c'est-à-dire vérifient les relations 

^^'9— O'p— A"!.)^'- • -(/p — .-îT/O^" [A(yp, ./.' ) -H v^'ïlô^r^ I = F(yp, x), 

(p=zl, 2, . . ,, 4/^+ 2// — /?), 

y, (j-), ^>'2(»^*)' • • • ' ^*l^"l ^1^^ raciues de (E). 
On a, par suite, la relation 

la somme 1' étant étendue à toutes les solutions remarquables de multiplicité ^z^. 
De plus, en désignant par^, (a:), jK2(-a:^), • • -^ y\p^2n{^) les 4/? -f- ^n racines 
(le (K), on peut écrire l'identité 

>., , _ X,4 ' ^v ôy I dy dv 



ôy dy I dy à 

2(A*- H) J ~ 4H(A*-H 



7-.4.'i r-^/, 2(A^--H) J 4H(A'-H) 

^. ^^ (■>' — .Kl ) (r — y» ) " • (y — y'.p^in ) 

-' (v~.zrt)^..(v-^'„)Ml(A^-H)*' 
qui permet d*ol)tenir/i relations résolues par rapport aux constantes /|, Aj, ..., A,/. 
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On trouve, par exemple : 



Si, de plus, on écrit qu'il y a ^p-^'2n — q solutions remarquables, il en 
résulte \p -\- in — q relations de la forme 

En général, ces relations sont compatibles qI déterminées, si les constantes Cy 
sont quelconques et si les constantes numériques donnéks X,, ).2, . . ., \t ne vé- 
rifient pas certaines conditions exceptionnelles ; et, par suite, elles définissent les 
coefficients de l'équation différentielle en fonction connue de 

n-^Zp-\-o^=iq— p-\-\ — n^zzi-^lx fonctions arbitraires. 



r 

III. — Equations différentielles possédant un facteur intégrant 

ALGÉBRIQUE. 

H. Supposons que Féquation différentielle 

Ly'* — 2 ^y 4- N == o 

possède un multiplicateur algébrique à un nombre quelconque de branches, 
et soient M, et M2 deux quelconques d'entre elles. 

.M 

Si le quotient -r-j^ n'est pas une constante absolue, Vintégrale générale ac- 
quiert un nombre fini de valeurs autour des points critiques mobiles. C'est 
un cas déjà étudié précédemment. 

Sinon, le quotient ^ est une constante absolue et, par suite, une racine en- 
tière de Y unité. Le multiplicateur algébrique est donc de la forme 

où P est rationnel en y\ y et n un nombre entier positif. 
Bornons-nous ici au cas de /i= i. 
Posons 



r= — y 



Dy/K 

où B et D sont de degré S en_^, R de degré 2/) + 2 et A de degré 8 -{-j) + i . 



(y^ A. CAiiEX. 

Kcrivons que \c> périodes de rintégralc 



/' 



A 4- B V H , 

=— dy 



:«opt des conslanles, 

(domine il V a *>.o -4- i périodes polaires distinctes et ip périodes cycliques. 
nous obtenons ip -h i>.o 4- i relations transcendantes (T), résolues par rapport à 
des eonstantes arbitraires. 

D'autre pari, si Ton désigne par M(^, x) la fonction ûe y et de a*, telle que 



/[^^r-'-^'-'H 



soit une intégrale de différentielle totale exa'^te, l'expression 



/^.(^^^)"-=/f''-" 



est algébrique, puiscprelle n'a plus de périodes. 

.M est donc déterminé en fonction algébrique des coefficients p(»/'), >*(*'*)' 
;jl(./), ...de A, B, 11, D, ces coefficients étant liés par les relations transcen- 
dantes (T). 

■T — ^û V •*^ j "> : — : H- ... -H : — r t 

^- = /„(,f) + ),, (a;) K ^- . . . + Ip^, (.r) v"-' -+- '"'^•^^^ , +. . . + ^^^'^'^ , • 

I) '" '"^'^ '• .K — 5'i('f) y — giU) 

On voil iiniiiédiaicmcnt que les o +/) quanlilés 

'•/>» pi» pî> • • • » pô 

sont des constantes, et que, de plus, (0|, coo, ...,(05 désignant de nouvelles con- 
stantes, on a 



I^a ([uantité M étant de la forme 
À(.r) élanl une funclion arbitraire de x, l'inlégrale générale s'écrit 
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a, ^ étant de degrés 4-/>-l- 3 cl -|- 2 ; et l'éc|iiation difTérentielIc correspon- 
dante est 

(A 4- B \/R)y -H a + (3 v/R -i- Àï) v^H = o 

ou 

(A/ 4- a)* - R(B/ H- ;3 + >J))* = o. 

Le degré 

(7, HZ 2 4- 2 yy -h 6 

de celle équation s^abaissera, si les deux polynômes en y 

A*-BMl et a' -((3 -+->.!) )-U 

ont des facteurs communs : ces facteurs communs, annulant, en général, les coef- 
ficients de e/y et clx dans la difTérentielle totale (4), sont intégrales remar- 
quables. On aura, en définitive, la formule 



(«^) 



7 =z 2 â -h 2/> 4- (7 — 1 («p — 1 ), 



en désignant par a^ le degré de multiplicité de la racine y^ de A- — B'-'R, dans 
Tégalité 

Cç, = ¥(y,jr). 

Celle formule (a) permet inversement de former explicitement les équations 
de degré q donné 'dy^nl un multiplicateur rationnel en y ^ yjR et de degré eny. 
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